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数论 是 一 门 最 古老 的 数学 学 科 , 上 古老 到 她 可 以 追 逆 到 远古 时 代 ! 但 是 
数论 又 很 年 轻 , 年 轻 到 我 们 至 今 仍然 无 法 确定 整数 的 许多 简单 性 质 . 一 
些 古 老 的 数论 问题 被 解决 , 但 是 更 多 的 新 问题 会 出 现 . 正 是 对 这 些 问 题 
的 不 断 研 究 才 促进 了 数论 及 现代 数学 的 长 足 发 展 . 

美 籍 罗马 尼 亚 著 名 数论 专家 F.Smarandache 教 授 曾 提出 了 许多 关于 
特殊 数列 、 算 术 函 数 的 问题 与 猜想 . 1991 年 , 他 在 美国 研究 出 版 社 出 版 了 

《只 有 问题 ， 没 有 人 解答》 一 书 . 该 书 中 , F.Smarandache 教 授 提出 了 105 个 
关于 特殊 数列 、 算 术 函 数 等 未 解决 的 数学 问题 及 猜想 . 随 着 这 些 问题 的 
提出 , 许多 学 者 对 此 进行 了 深入 的 研究 , 并 获得 了 不 少 具 有 重要 理论 价值 
的 研究 成 果 ! 

本 书 正 是 根据 M.Perez 博 士 以 及 我 的 导师 张 文 鹏 教授 的 建议 , 将 
目前 中 国学 者 关于 F.Smarandache 问 题 的 部 分 研究 成 果 汇 编 成 册 , 其 
主要 目的 在 于 向 读者 全 面 而 又 系统 的 介绍 一 些 与 数论 研究 有 关 
的 F.Smarandache 问 题 的 现状 , 主要 包括 数论 函数 的 均值 、 恒 等 式 与 
不 等 式 、 无 穷 级 数 、 特 殊 函 数 方程 的 解 等 内 容 . 在 前 五 章 的 介绍 中 着 重 
体现 了 数论 方法 在 解决 实际 问题 的 强大 作用 , 使 初学 者 能 够 初步 掌握 运 
用 数论 方法 解决 实际 问题 的 能 力 . 特别 需要 指出 的 是 , 在 第 六 章 中 我 们 
还 列举 了 一 些 国外 学 者 对 FE.Smarandache 问 题 在 其 它 领 域 如 几何 学 、 膛 
辑 学 等 领域 中 的 研究 成 果 , 从 而 开拓 读者 的 视野 , 引导 和 激发 读者 对 这 些 
领域 的 研究 兴趣 . 

本 书 的 编写 过 程 中 , 得 到 了 国家 自然 科学 基金 (编号 :10601039) 的 部 
分 资助 , 在 此 表示 感谢 ! 还 要 特别 感谢 杨 海 、 任 冬 梅 、 陆 亚 明 等 博士 为 
本 书 的 编写 付出 的 艰苦 努力 . 最 后 对 我 的 导师 张 文 鹏 教授 详细 地 审阅 全 
书 并 提出 许多 宝贵 意见 致 以 深 深 的 谢意 ! 
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第 一 章 数论 函数 及 其 均值 (I) 


数论 ， 与 数学 的 其 它 许多 分 支 一 样 ， 经 常 涉及 到 实数 或 复数 序列 . 在 数论 中 ， 这 样 的 序列 
称 为 数论 函数 . 许多 数论 或 组 合 数学 中 的 问题 均 可 化 为 一 些 数论 函数 ， 研 究 这 些 数论 场 数 的 性 
质 是 数论 的 一 个 重要 内 容 . 有 许多 数论 也 数 的 取 值 是 很 不 规则 的 ， 例 如 bg(m)，d(m)，H(n) 等 等 . 
但 是 这 些 3 数论 芳 数 的 均值 之 f(n) 往往 具有 良好 的 特性 . 本 章 主要 介绍 几 个 Smarandache 问 


题 中 所 提出 的 数论 函数， 并 利用 初等 方法 来 研 蝇 数 的 均值 及 算术 性 


1.1 p RRRA, (n) 


1.1.1 引言 


4EX1.1.1 Rp 为 素数 ，m 为 任意 正 整数 ，Sn(m) Xm S, (n)! 能 被 p" 整除 的 
最 小 正 整 数 . 例如 ，53(1) = 3，53(2) 26, $3(3) = 93(4) = 9， 

定义 1.1.2 对 任意 给 定 的 正 整 数 k， 令 a (n) 是 Hk 次 根 整数 部 分 
即 就 是 ax(n) = [nt], HP] 是 小 于 或 等 于 z 的 最 大 整数 例如，ak(1) = 
1, +, 84(25—1)291. ar(2*) = 2) +> 

定义 1.1.3 kp 为 素数 ，n 为 任意 给 定 的 正 整 数 ， 我 们 定义 : 


ap(n)- m 3i p"|n HH ptn. 








在 文献 四 中 第 49 个 问题 ， 第 68 个 问题 及 第 80 个 问题 里 F.Smarandach 教授 建议 
研究 序列 {5,(n)}，{ax(n)}，{ap(n)} 的 一 些 性 质 . 本 节 中 ， 我 们 主要 利用 初等 方 
法 对 p 次 震 原 数 函 数 的 均值 以 及 它 与 上 次 根 的 正 整 数 部 分 、az(m) 的 混合 均值 的 分 
布 性 质 进 行 讨 论 . 对 这 些 问题 的 研究 ， 可 以 帮助 我 们 来 计算 Smarandache i 函数 ， 以 
及 了 解 算术 函数 之 间 的 紧密 联系 . 


1.1.2 S,(n) 的 渐 近 性 质 





首先 , 对 任意 给 定 素 数 p 及 正 整 数 n， 如 果 n = ayp™ + agp 十 … + asp 
Ho,»0,31»--»o120Xm1zxaj€p—-1(i—12,-,s) X 


a(n,p) = a1 十 ao 9 ::: + as. 





关于 数论 函数 a(n,p)， 我 们 有 以 下 两 个 简单 引 理 : 
引 理 1.1.1 对 任意 整数 n > 1， 我 们 有 恒等式 


ayia) = a(n) = Y [5] -H 0- aap), 


Smarandache 问题 研究 
其 中 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 正 整数 . 
HERA: 由 |z] 的 性 质 可 知 


n u a1p?^1 + agp? Tex asp? 
= a as 


s 2 
>> a;p%—*, WHR ap1<i< ap 
jek 











0, 如 果 i>as. 
由 此 , 我 们 有 
十 co 十 co 
n aip^ + agp t. + asp°* 
ain) = M [5] - 3 [eoa enar 
i= p i=l P 
s Qj s 
= Soap =) a1 pp ooo p) 
=l k=l j=l 
z pv —1 1 a 
= 一 ”一 -一 Q;p d = Qs 
2. J p- 1 p- 1 » J j) 
= J 三 
= (n — a(n, p)). 





5|381.1.1 得 证 . 
引 理 1.1.2 ”对 任意 给 定 素数 p ARERR Ap|n, 则 有 估计 





a(n, p) < =- lnn. 


np 





HERA: Sn = ayp™ + agp +---+a,p% Has > ası > >a SOK 
中 1 < a; <p—1(i=1,2,---,s). 则 根据 a(n,p) 的 定义 可 知 





a(n.p) = 5 jai <> P- 1) = (p Ds. (1-1) 


i=l 
另 一 方面 , 利用 数学 归纳 法 我 们 很 容易 推出 不 等 式 : 
n = aip^* + agp E --- EF asp^* > asp™, 


或 者 
In(n/as) p lnn (1-2) 
Inp - np 


结合 (1-1) 及 (1-2) 式 ， 我 们 立刻 得 到 估计 


s< 
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引 理 1.1.2 得 证 . 
定理 1.1.1 对 任意 给 定 素数 p 及 正 整 数 n, 则 有 渐 近 公式 





S,(n) = (p—1)n+0 (5 mn) . 





WEBB: 对 任意 给 定 素数 p 及 正 整数 n, 在 p 进 制 中 令 Sp(n) = k = ayp™ + agp + 
--+asp% Has > ası > >a > 0. WARES, (n) KE AT Alp” |k ep" (k — 
1)!, 于 是 ai > 1. 注意 到 k! 的 标准 因子 分 解 式 为 


k! = II ge« (9 


qEk 


其 中 T] 表示 对 所 有 小 于 或 等 于 的 素数 求 积 ， 并 且 oo 人 [A]. 由 引 理 1.1.1 
可 以 得 到 不 等 TAX 





ay(k) — o1 <n € a4 (k) 


或 者 i 
si" —-a(k,p)) 一 aa «n& ^ — a(k, p)). 


(p—1)n + alk, p) € k € (p — 1)n  a(k, p) + (p — Da — 1). 


结合 这 些 不 等 式 , 再 根据 引 理 1.1.2 WARS PTI A sh 





k= (p -Dn+0 (Z me) = (p -Dn +0 (Z mn). 








这 样 就 完成 了 定理 1.1.1 的 证 明 . 
由 定理 1.1.1 可 以 推出 : 
推论 1.1.1 对 任意 正 整 数 n, MA 














a) So(n) =n + O(Inn); 





b) S3(n) = 2n + O(Inn). 
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1.1.3 p XX 3g Je 28 las (n) 
引 理 1.1.3 kp ARR, n 为 任意 正 整 数 ， 则 有 


p, wA p”||ml, 
Sil -Stol = {2 ~ 


其 中 S,(n) = m, p^ || m! 表示 pmjml Hp tml. 

证 明 : ”现在 我 们 将 分 两 种 情况 对 问题 进行 讨论 . 

(i) WES, (n) = m. Hp” || ml, Tip" m! Hp" tml. tS, (n) 的 定义 我 
NIA Fp" * Ht (m + 1)!, p^t!t(m a 2)!, T pttm +p- 1)! Hp" (m + p)!, 
ES, (n + 1) = m + p, 那么 我 们 可 以 推出 

|y (n + 1) - Sp(n)| = p. (1-3) 
RE (14) 


综合 (1-3) 和 (1-4), 可 以 推出 


p， 如果 pm || mi, 
[Sp + 1) ~ Sy) -{ - s 





5| 11.1.3 得 证 . 
在 引 理 1.1.3 的 基础 上 ， 本 小 节 中 主要 讨论 X, = [Sp (as (n +1)) — Sp(ax(n))| 
nz 
的 渐 近 性 质 , 其 中 的 z 是 正 实数 . 事实 上 , 本 节 证 明了 以 下 结论 : 
定理 1.1.2 ”对 任意 的 实数 x > 2, Sp 为 素数 及 n 为 任意 正 整 数 , 则 对 任意 给 
定 的 正 整 数 k 有 


ill 1 af 1 
P Sy Qn D) - Sy) = 2 (: - *) tO (=) | 
其 中 Oj 表示 大 O 常数 仅 与 参数 hk 有 关 . 

证 明 : ”对 任意 的 实数 z > 2, WEM 为 给 定 的 正 整 数 且 满足 WMA < x < (M+ 
1)*， 根 据 S,(n) 的 定义 及 引 理 1.1.3 我 们 有 











Y - |Splar(n + 1)) — Sy (ax(n)) 


nír 


E 2 2. sso 0) Ss} 


t=1 tk<n<(t+1)*-1 
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+ YD Splann + 0) ~ SG) 











M*Znzas P 
M-i] i 
= Se - lS, (£--1) -pOH So 5 [Sp (ai (n. + 1)) — Sp(ax(n))| 
t=1 MF¥<n<zx 
M-1, 
= M SV 1) - S) 
t=1 p 
= > 1+0(), (1-5) 
jut 
pt || m! 
HPS, (t) =m. Ep || m, 则 有 (参阅 文献 2] 中 定理 1.7.2) 
-SE x. 
>, [5 d. p' 
= m: > = +0 (log, m) 
i<log, m 
m lam 
利用 (1-6) 式 , 可 以 推出 
m= (p— 1)t+0O (=) (1-7) 


此 





注意 到 对 任意 正 整数 #， 若 存在 一 个 正 整 数 m RID! [| ml R Wp | (m+ DE 
pt || (mm 十 2 p || (m+p—1)!. 所 以 在 区 间 1 € m € (p— 1): z* +O, (sez) 
dete eae 











3 5 S, u(n + 1)) = Splann) 





NER 
= Š ipo 
izzk 
p*||m! 
o 1l B i plnz 
= (( 1) «o, (222)) O(1) 
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里 1.1.2 的 证 明 . 


al 
E 
| 
a 





于 是 


1.1.4 p XX I SER S a (m) 
引 理 1.1.4 ”对 任意 给 定 的 素数 p 及 任意 实数 z > 1, 我 


2 
3a 
ers p 


证 明 : ”首先 , 我 们 来 计算 























们 有 


a<n 
注意 到 恒等式 
1 “a? “a? 
u{l—-- = 一 一 
( ;) se A pek 
u p n? 15 cae 
p. gere e. per 
1 m D b 
p. qe a gen 
及 



































u ob a pon m 1. - ~ 2a— 1 
p? p"? < peti < peti 
1 2 nm-n?p = 2 n? — n?p — (2n — 1 
p p p"? 4 2. pe pnt? 
Bod. 2(p^-!—1) | n? — (n? - 2n - 1)p 
= p prt — p” prt2 ` 
所 以 我 们 有 
TN G 2(p^-1—1)  n?— (n? 4 2n- x) 1 
= p pnt T p^ pnt? ( Hu 2 
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p 201-1) , n? — (n^ * 2n — Up 
~ gal? p"-2(p—1)3 p"(p— 1)? 
于 是 我 们 立刻 可 以 得 到 
p 2p =) 
a = A EUR ST adl 
»- (p-iP (p-1P (5 





引 理 1.1.4 证 毕 
定理 1.1.3 ”对 任意 给 定 的 素数 p 及 任意 实数 z > 1, 则 有 渐 近 公式 








S > ap(Sp(n)) = 


nar 


3 
ee z). 


WEBH: IHS (n) Fla, (n) INEM, 容易 推出 


> a(S) 
naz 

= ss a = p» a2 一 Y o2 > 1 
msc pom<z pexz m<a/p 
p?||m (p,m)=1 (p,m)=1 


= Doe De tM 


pe<z — mEz[p* d|(m.p) 


= 8 > 


pea d|p t<a/p® 
= Se sup 5 
pr <a t<a/p t<a/pott 


paso) 


ape 
DE M ` =) of 3 2 


nc a<Inz/Inp 


>, 


4 





< +0 (m? x) 
P scies ina 


ye 
- i) (zc p d o (1E) )e+0 (ma) 


= rare i) 
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于 是 就 完成 了 定理 1.1.3 的 证 明 . 

Wp = 2,3, 由 定理 1.1.3 即 可 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 1.1.2 对 任意 实数 x > 1, 则 有 渐 近 公式 
a5(Ss(n)) = 3r +O (In? i 


WN 


» a3(Ss(n)) = x +O (n? x) . 


nan 





1.2 Smarandache Ceil 函数 


1.2.1 引言 


定义 1.2.1 ANE Ekk 及 任意 正 整 数 n, Smarandache Ceil 函数 的 
定义 如 下 : 
S,(n) = min(m € N : n|m*}. 


这 个 函数 是 由 FE.Smarandache 教授 提出 来 的 . 关于 这 个 函数 ，Ibstedt (参阅 文 
献 [3]) 提出 以 下 性 质 : 
性 质 1.2.1 
(Va,b € N) (a,b) = 1 = Sy(a- b) = Sp (a) - Sy(b), 


TERR 1.2.2 
Sy (p^) = ple! 

其 中 p AER, [x] 表示 大 于 x 的 最 小 整数 . 

由 性 质 1.2.1 可 知 ，Sk(n) 是 一 个 可 乘 函 数 . 因此, 由 n = ppg -pt 为 n 的 
素数 分 解 ， Sx(n) 显然 有 如 下 性 质 : 

S,(n) = Sy (pt pf? ---p2r) — p[ F 1p]... 
定义 1.2.2 ”算术 函数 Q(n) 的 定义 如 下 : 
O(n) = Qp p?? --- pr?) = o1 T a2 +: + ar. 


peel. (1-8) 


本 小 节 中 ， 主 要 讨论 关于 Q(n) 和 Smarandache Ceil 函数 ， 以 及 Si (nl) 的 均值 
1.2.0 ”Si(n!) 分 布 性 质 
引 理 1.2.1 hn 为 一 任意 的 正 整 数 , 则 有 


1 n n 
ae Oe |, 1-9 
2 um In?n =) ny 


pen 
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其 中 p 表示 不 同 的 素数 . 
WEBB: ”根据 Able 恒等式 (参阅 文献 和 由) 我 们 有 
1 1 " 1 
2 inp 7 neat f a pe 


其 中 x(n) 表示 不 超过 n 的 素数 个 数 . 注意 到 


因此 ， 





1 n n 
O | 一 一 | . 
ary: In? n i (5) 
5|381.2.1 得 证 . 
引 理 1.2.2 ” 设 m 为 一 任意 的 正 整 数 , 我 们 有 淘 近 公式 


ee inae Aso (1). (1-10) 
p lan 
p<m 
其 中 A 是 一 个 可 计算 的 常数 
HERA: ( 参阅 文献 [5] ). 
定理 1.2.1 设 k 为 一 个 给 定 的 正 整 数 , 对 任意 实数 x > 3, 我 们 有 渐 近 公式 





O(Sp(n!)) = 2(nInn 4 0)+0 (>), 


其 中 C 是 一 个 可 计算 的 常数 
HERA: 设 


= Pi P2 Pr 
根据 (1-8) 及 函数 Q(n) 的 完全 可 加 性 , 我 们 有 


211 22 or Qi 
O(Se(n!)) = 0 (pr pp * P1) = (SI. (1-11) 
i=l 
T t= 1,2, x 
j=l Pi 





注意 到 阁 pi >n, WA 2] = 0, 从 而 由 引 理 1.2.1 可 得 
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1 1 n 
: Xa] +0o( >) (1-12) 











1 1 1 1 
9g mw uw (1-13) 





其 中 B = 2 g pA 党 数 ， 综合 (1-12), (1-13) 及 引 理 1.2.2 我 们 有 


ASen) = nnn+0) +0 (=) . 


inn 


n 

k 
于 是 完成 了 定理 1.2.1 的 证 明 . 

1.2.3 Smarandache Ceil HA SO(n) 


引 理 1.2.3 iko(n) = w(pi ps per) =r, 对 任意 实数 z > 3, 我 们 有 





X w(n) =alnIng+ Ar+O (>) í 
Ina 


nw 


其 中 4 = 了 十 >， (1m (: - :) + :) ，7 是 欧 拉 常 数 . 
证 明 : 。“( 参阅 文献 [6] ). 
引 理 1.2.4 对 任意 实数 z > 3, 我 们 有 估计 式 


Yn) < ari, 
n<z 


neA 


其 中 A n (ke 1)-full KHRS, e 为 任意 给 定 的 正 数 . 
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第 


证 明 : ”首先 , Bene MSA eA 


根据 欧 拉 积 公式 我 们 有 








其 中 5C(s) 是 Riemann zeta- if 








nn s t 
EC AIL aem 09-5): 


函数 . 由 Perron 公 


一 章 数论 函数 及 其 均值 (TD 


数 a(n) 如 下 : 


WR n 是 (十 1)-full 数 ， 
其 它 . 


k+1)s p 


(p (k+1)s + 1)(p* = 1) 


" 


) 


式 ( 参 阅 文 献 [2]) 我 们 可 得 


nlr nír 
n€.A 
A. 
Á 6(k + Hoe II ( 4 cu +0 (zm) | 
m" p (p + Dee = 1) 
故 有 
Y 906) < sei 
nzz 
n€.A 
5|381.2.4 得 证 . 
定理 1.2.2 k 为 一 个 给 定 的 正 整 数 , 对 任意 实数 x > 3, MA 
cr 
Q znlnz+ A (—) 
2. (Sk(n)) 2 zInInz + Az - O Es 


1 1 ds 
žta=7+5 (n(i- 1) +i), yame 
p 


Ho J 表示 对 所 有 素数 求 和 . 
p 


WERA: = 
n = pi p3? pe. 
根据 (1-8) 及 函数 Q(n) 的 可 加 性 我 们 有 
O(Se(n)) = 0 (ppp) = > |. (1-14) 
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BAS) > 1， 故 有 


让 ‘| > 2 | (1-15) 


另 一 方面 , 若 存在 某 一 素数 mr 使 得 pz | n, WPS] > 2. Bn = nin, 其 
中 (ni1,n2) = 1 Hn 是 一 个 完全 有 +1 KEA. BAD | ni, Wp et! | nis XE 
么 我 们 很 容易 得 出 以 下 不 等 式 











> IS < w(n) + Q(ni). (1-16) 
由 (1-15) 及 (1-16), 我 们 有 
un sD [Z] soo +000 
所 以 可 得 
Luns at) 2 [E] 332 Y nm (1-17) 
: ` id ken 





其 中 .A 表示 完全 (k 上 + 1) UCRORLE A. 综合 引 理 1.2.3, 9 [ERI 24 (1-17), WA 





S 0(8.()) = zlnlngz + Ar +0 (=>) : 


nz 


这 样 就 完成 了 定理 1.2.2 的 证 明 . 


1.3 ”简单 数 函 数 





1.3.1 引言 
定义 1.3.1 设 n 为 正 整 数 ， 如 果 n 的 所 有 真 因 子 的 匀 积 小 于 或 等 于 n， 则 
称 n 为 简单 数 . 





例如 : 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,15,17,19,21,... 均 为 简单 数 ， 本 小 节 
中 ， 我 们 设 4 为 所 有 简单 数 的 集合 . 

在 文献 [7] 中 , Jason Earls 定义 新 的 Smarandache 序 列 sopfr(n) 如 下 : 

定义 1.3.2 ik sopfr(n) 表示 能 整除 n 的 素 因 子 之 和 (包括 重 数 )， 即 


sopfr(n = Sop. 


pin 
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例如 : 


n 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
sopfr(in) 02345 57667 11 7 139 8 8 17 8 


本 小 节 中 ， 我 们 将 利用 初等 方法 给 出 简单 数 序列 的 一 些 性 质 ， 及 当 m € A 
时 sopfr(n) 的 分 布 性 质 . 
1.3.2 ”简单 数 序列 
首先 ， 对 正 整 数 n, 令 pa(n) 表 示 n 的 所 有 正 因子 乘积 , 则 pa(n) = TT d, qa(n) 表 
d|n 
示 n 的 所 有 正 真 因 子 乘积 , Bllg(n) = [[ d. 


d|n,d«n 
引 理 1.3.1 若 n 为 简单 数 ， 则 n 的 取 值 只 能 为 n =p, n =p, n = pAn = 
pq 这 四 种 情况 ， 其 中 p 与 9 是 不 同 的 素数 . 
WEBB: ”由 pa(n) 的 定义 我 们 可 知 


paln) = l4 = II T 
d|n 


d|n 
于 是 
p2(n) - [2 II5- II» "9. (1-18) 
d|n d|n d|n 
其 中 d(n) = V1. 利用 (1-18) 我 们 很 容易 得 到 pa(n) =n 及 
d|n 
l4 
d|n Un) 1 
qa(n) = II d= e n 2 . (1-19) 


d|n,d«n 


d(n) 


由 简单 数 的 定义 及 (1-19), 我 们 推出 z 一 € n. 因此 





d(n) < 4. 





这 个 不 等 式 仅 在 n = p, n = p°, n = p? in = pq 成 立 . 
引 理 1.3.1 得 证 . 
引 理 1.3.2 ”对 任意 给 定 的 实数 + > 1, 则 有 渐 近 公式 











1 Inl 
Y. -mht = (nnz)? + By Inne + By +O ( a S l 
p p Ing 
Dive 


其 中 B1, Bo 是 常数 . 
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WEAR: 显然 
"idt = x = 
p p p 
p<Vz Diva 
l 
= 5 (inne+1n (1-22) ) 
p l 
pXvc 
Inl Yiyi ja (1-20) 
= lning 一 -nll- 一 -|. - 
p p lng 
p<VT p<VT 
利用 
1 1 
> = =tnne+ 6 40 (去 | (1-21) 
p lng 
psx 
我 们 得 到 
1 1 
InIng » 一 = nme (nmyz+e,+0(-)) 
p Ina 
p<VT 
= (nine)? + By minz +0 (5). (1-22) 
nz 


如 果 m > 2, 注意 到 r(z) = +7 +O (zz). MA 











In" V? lnm 
Y cA = [ Aten 
piVva ? : 
lIn™ Vz min" ly—ln™y 
(n «om {ry 
Sm n( y 








" TA (eu bo 


ve Yy min™ 1 y — In" y 
_ 3 — 5 — 
2 Iny y Td "5i = y y 


加 lug eo. 2 , 
m ^"o9m-1 "om-2 








IME 2 


Va In”! In™-2 In™—3 
+f E “人 ! co(a-w)* *) ay 
2 y y y 











In?71 y In^? g In"^z  ln"^1g 
一 9m-—1 Qm—2 m2m 9m-—1 
(1 — m) In"? z 
O 
d ( (m — 2/272 





1 1 T 
= In^ 一 一 一 一 1-2 
om ln oO 一 -一 n z) (1-23) 
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由 (1-23) 及 级 数 > Lense, 我 们 有 
m=1 

















1 l 
- win (1-22) 
nz 
pa 
7 1 (= In? p In" p 
pave? lng 2ln27 min” x 
1 In 1 In? 
"om oe a 
pXvc DSVZ 
1 1 
= — (3 ma+00)) 十 
lagz \2 
1 1 In"7? y 
l T" 
mir E Bet — 
1 
- cc) 
lng 


其 中 我 们 用 到 渐 近 公式 》、 了 2 
p 
pSVT 


2 


SS 


1 
`> Sinin = (InInz)? + Bı lnlng + By +O ( 
p 


REV 
5 | 81.3.2158 F. 





定理 1.3.1 ”对 任意 给 定 的 实数 z > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


ncA 
na 


其 中 B1, Bo 是 常数 . 





证 明 : ”由 引 理 1.3.1 我 们 有 
1 1 
= p y» 
ngA psa p?Xz 


plz 


利用 (1-21) 及 引 理 1.3.2 我 们 得 到 


pe<a 





1 
>. 二 = (InInz)? + Bı lnlng + B» «o( 
n 


^ pss). 综合 (1-20), (1-22) 及 (1-24) 我 们 很 容易 得 到 


inng 


2 





ln 





nnr) 


lng 


1 1 il 
pee 


pe<a 


pq<z 


pase 


pq 


1 1 1 
a a oe oy 


si + O(1) 及 需 级 展 式 In(1 — x) 


(1-25) 
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a P» 


red asu/p T ps qs Va 
2 
= 2 > = ibe x niis : )) 
Ina 
pee” 


= 2 —lInIn— 
Y. nin um DD z- Y 
rd DE d 


— (ma + C2lnlng + C3 +0 p 


I 
2), (1-26) 


综合 (1-21), (1-25) (1-26), HERA ^. 去 是 收敛 的 , 我 们 立刻 推出 


ig 








(InIn x)? + CylnInz + Cs +0 (加 





1 Inl 
》 -= (Inna)? + Bı lning + Bp + O ( 2 uz 
ca n lng 


n<z 


这 样 就 完成 了 定理 1.3.1 的 证 明 . 
定理 1.3.2 ik LHe > 1, 则 我 们 有 








Inl 
> — (InIn z)? 十 Cnz 二 Co 十 O iios : 
EDT Ing 
ncA 
nsa 


其 中 O01, C» 是 常数 , O(n) X Euler 函数 . 
定理 1.3.3 MERAY LHe > 1, 我 们 有 渐 近 公式 





1 Inl 
》 —~ = (nina)? + Dj nine + D, +O ( : z2) ， 
nz 


其 中 D1, D2 是 常数 , oln) 是 除数 函数 
证 明 : 现在 我 们 将 证 明定 理 1.3.2 及 定理 1.3.3. 由 Euler 函 数 及 除数 函数 的 定义 
与 性 质 , 应 用 引 理 1.3.1 我 们 有 


i 1 1 1 
> ao i -it -Rt G-18-1) 























ncA pr<a pr<a pqcax 
nz pzq 
及 
1 1 1 1 1 
D cu pho x cT! Er c4 vs 
eM) Hi cq ppl d PoRptEp Lc ee) 
fed p £a 
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TERE = IT SEE 及 >， DE 是 收 线 的 , 于 是 利用 证 明定 理 1.3.1 的 方法 我 
p 
们 可 以 推出 
1 2 InInz 

p» —— = (InIlnz)* + Cilnlnz +C - O 

cy (n) lng 

nan 
及 





lng 


1 Inl 
Y uc Minne)? + Di mna + Da + 0 (82). 
ncA 
naz 











这 样 我 们 就 完成 了 定理 1.3.2 与 定理 1.3.3 的 证 明 . 
1.4 Smarandache Lucas 基底 及 其 计数 函数 


一 般 情 况 下 ， 对 于 整数 m > 05% 4% MLucas)¥ yH Ln} Fibonacci FFZJ(F.) 





Lnt2 = Ln+1 + Ln 与 Fn+2 = Fa + Fr 














所 定义 , 其 中 Lo = 2, L = 1, Fo = 0 RF; = 1. 这 些 序列 在 理论 与 应 用 
数学 的 研究 中 起 到 非常 重要 的 作用 ， 因 此 关于 与 互 的 性 质 被 许多 学 者 所 
研究 . on, R.L. Duncan[8| 与 L. Kuipers[9] 证 明了 log 也 ,是 关于 模 1 一 致 分 布 的 . 
H.London, R. Finkelstein 在 [10] 中 研究 了 完全 次 需 的 Fibonacci 与 Lucas 数 的 性 质 . 
W.P.Zhang[11] 获 得 了 包含 Fibonacci 数 的 一 些 恒 等 式 . 

这 里 , 我 们 引入 一 种 新 的 与 Lucas 数 有 关 的 计数 函数 ao(m)， 并 且 利 用 初 
等 方法 给 出 其 均值 的 精确 计算 公式 .首先 我 们 考虑 Smarandache 广 义 基 底 ， 
F.Smarandache 教授 定义 自然 数 集 上 的 无 穷 广义 基底 : 1 = go < g < < 
gk € c. 他 证 明了 任意 正 整数 六 都 可 以 用 Smarandache 广 义 基 底 唯 一 表示 为 : 

















H1 一 工 


N= aigi, 并 且 osa e fr | (i —0,1,---,n), 
2 一 0 i 





其 中 [z] 表示 数 z 的 整数 部 分 . 显然, an > 1. 这 里 他 所 采用 的 方法 式 : Mon <N < 
ga WN = gn 十 71; 如 果 gm € r1 < gm JW Ari = gm 十 7T2(m < n), 如 此 进行 
下 去 直到 的 余数 r = 0 为 止 . 

这 一 基底 对 分 拆 问题 非常 重要 . 如 果 我 们 取 g; 为 Lucas 序列 , 那么 我 们 可 以 得 
到 一 个 特殊 的 基底 , 为 叙述 简便 , 我 们 称 之 为 Smarandache Lucas 基 底 . 于 是 , 对 任 
意 正 整 数 m 在 Smarandache Lucas 基 底 中 可 以 唯一 的 表示 为 : 








m= 5 abs JFH. Qj; = 0 或 L (1-27) 
i=0 
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即 就 是 , 任意 正 整数 均 可 以 被 表示 为 一 个 关于 Lucas 数 的 和 式 ， 现 在 , 对 于 整 


Zim = aiLi, 我 们 定义 计数 函数 a(m) = ai 二 aa +-+ an. AVAL 
1=0 
数 a(m) 的 分 布 性 质 , 并 对 均值 
A(N)= Ma (n, r= 2. (1-28) 
n<N 


给 出 一 个 计算 公式 . 
定理 1.4.1 对 任意 正 整 数 k, 我们 有 


Ai(Le) = 》 a(n) = kFki 


n«Ly 


Asta yes zl — 1)(k — 2)Lp-2 + 5(k — 1)Fk-2 + 7(k — 1)F s+ 3Fy i]. 


WEBB: (归纳 法 ) 对 于 k= 1, 2, WA (L1) = A1(1) = 0, Ai(L2) = A3) = 2, 
FFA Fo = 0, 2F; = 2. 所 以 , 恒等式 


Ai(Le) = >》 a(n) = kFii (1-29) 


n«Lx 
在 k — 1, 2 时 成 立 . 假设 (1-29) 对 所 有 k < m — 1 都 成 立 . 于 是 , 由 归纳 假设 我 们 有 
X amt > am 


n«Lqm-—1 Lm—1<n<Lm 


= Aj(Lm—1) + `> a(n + Lag) 


0<n< Lys 


= Ai(Em-1)+ Y. (a(n) +1) 


0<n<Lm_2 


= Ai(Lm-1) She Lm_2 T »3 


n<Lm_2 

= Ai(Lm_i1)+ Ai(Lm_2)+ Las 

= (m-—1)Fm-2 + (m — 2)Fm-3 + Ln 2 

= m(Fm-2 + Fm-3) — Fm-2 — 2Fm-3 + Lm-2 
= mMmFm-1 — Fm-1 — Fm-3 + Lm-2 








Aı(Lm) 











= MEFm-1, 


这 里 我 们 用 到 恒等式 Fw-_1 + Fin-3 = Laos. 即 就 是 , 当 = m 时 (1-29) 式 成 立 . 这 
样 就 完成 了 定理 1.4.1 中 第 一 部 分 的 证 明 . 
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现在 我 们 来 证 明定 理 1.4.2 中 的 第 二 部 分 ， 对 于 k = 1,2, 注意 到 1 = F1 = 
Fo 十 F 1 或 者 已 1 -= l; WJA (Ly) = A»(1) = 0, A»(L3) = A»(3) = 29 H. 


[(k—1)(k—2)Lk-2+5(k—1)Fk-2+7(k—1)Fk-3 +3Fk-1] = | 2， 如 果 k=2 


ote 


因此 , “4k = 1, 2 时 , 恒等式 
1 
5 
成 立 ， 假 设 (1-30) 对 所 有 kk € m — LAB RE. TERRE DLm—1 + 2Lm—2 = 5Fm-1 
KEm-1 2Fim—2 = Lm-i, WA2(L1) = Az(1) = 0, A2(L2) = A2(3) = 2 则 由 归纳 
假设 与 定理 1.4.1 的 第 一 部 分 结果 可 以 得 到 


Ag Lin) = P. a? (n) 4- 2. a? (n) 


Ax(Lk) = z[(k — 1)(k — 2) Lp—2 + 5(k — 1)Fk-2 + 7(k — 1) Fe—3 + 3Fk-1] (1-30) 

















n«Lqmw-1i Lm—1>n<Lm 

= Ao(Lm-1) + 2 a? (n + Lai) 
0<n< Lm—2 

= Ao(Zm-1)+ >》 (a(n) +1)? 
0<n<Lm_2 

= Ao(Lma)+ M. (a(n) + 2a(n) +1) 
Oxn«Lm-2 

= Az(Lm-1)+ M, a@(n)+2 X` a(n)tLaa 
n«Lm-2 n<Lm—2 

= Ao(Lm—1) + Ao(Lm—2) + 2A1(Lm—2) + Lm_2 


(m — 2)(m — 3)Lm-3 + 5(m — 2)Fm-3 + T(m — 2)Fin—a + 394-2] 





5 [(m — 3)(m — 4) La L4 + 5(m — 3) Fg L4 + 7(m — 3)Fm-5 + 3Fm-3] 
+2(m ~~ 2 eee + Lm-2 





sl(m =n =D | 





[(m — 1)(m — 2) Lm—4 + 5(m — 1) Fg c4 + 7(m — 1)Fm-5 + 3E 3] 


-gl2(m — 1)Lm-3 + (4m — 10) Lg 4 十 5F a + TFm-4 + 10F a 


十 14F s] EE 2(m m 2)Fm-3 + Lm-2 
1 


= gm — D(m — 2)Ea-2 + 5(m — 1)Fm-2 + T(m — 1)Fm-3 + 3Fm-1] 
1 
-gl2(m 一 2)(Lm—3 + 2T icd) T 2L 4 tr 5(F 3 + 2 4) 
+7(Fm-4 EE 2Fm-5) T 2(m s 2)Fm-3 + Lm—2 


= En - 1)(m — 2) Lima + 5(m — 1) Fu. + T(m — 1) a FFn] 
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1 
-gl0(m — 2) Fn s — 2Lm—4+ 5Lm-3 + TLm—4 
+2(m = 2)Fm-3 + Lm-2 
1 


= gm — 1)(m — 2)Lm-2 + 5(mM — 1)Fm-2 + T(m — 1)Fm-3 + 3Fm-1]. 


这 就 说 明 当 二 m 时 , (RRX. 综 上 所 述 , 定理 1.4.1 得 证 . 
定理 1.4.2 对 任意 正 整 数 N, 在 Smarandache Lucas 基 底 中 设 N = Lp, +Lk + 
eo Dy, Eki > kə >- > ks. 则 有 


Ai(N) = AL) HN Ly, } Ai(N Li) 


























及 
42(V) = Ao(Ly,) +N Ly, | Ao(N Li) | 241(N — Lj). 
WEBB: 由 于 = Lg, + Dy, 十 … Dy, 则 根据 定理 1.4.1 我 们 有 
AN) = Eam Y an) 
n«Li, Ly, £n«N 
= A(Lu)*t >》 a(n) 
Ly, £n«N 
= Ay (Lx,) + > a(n + Lp) 
0<n<N-Le, 
=A YD (an) +1) 
0<n<N-Lp, 
= Ai(Ly,) Ai(N Ly) EN Ly,. 
以 及 
AN) = >》 @(n)t+ M) a(n) 
n«Li, Ly, €&n«N 
= A»(Ly,) + p» a? (n + Lex) 
0€n«N- Li, 
= Ao(Lp,) + 2. (a? (n) + 2a(n) + 1) 
0<n<N-Lp, 
= Ao(Lx, ) N Ly, } Ao(N Li) | 2Ai(N — Li). 








这 样 我 们 就 证 明了 定理 1.4.2 的 第 一 部 分 结果 . 

可 以 利用 对 s 的 数学 归纳 法 以 及 递 推 公式 给 出 定理 1.4.2 中 第 三 部 分 结果 的 证 
明 . 这 样 我 们 就 完成 了 定理 1.4.2 的 证 明 . 

更 进一步 ， 




















S 


A(N) = M e Fk, i d — 1). 


i=l 
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对 于 任意 正 整 数 r > 3, 利用 我 们 的 方法 可 以 给 出 4 (Le) 一 个 精确 的 计算 公式 . 
但 是 , 在 这 种 情况 下 计算 是 非常 复杂 的 . 


1.5  Smarandachei23 5a, (n) 





定义 1.5.1  Smarandachesf 4 S (n) & 3 39 F: 


S(n) = min(m : m € N,n|m!). 


本 节 中 , 我 们 给 出 Smarandache 函 数 在 正 整 数 的 k 次 根 取 整 序列 {ax (n) ) (8,5 
义 1.3.1) 上 的 分 布 性 质 . 这 里 , 我 们 令 p(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 . 

引 理 1.5.1 #p(n) > Jn, 则 有 S(n) = p(n). 

WEBB: Wen = p??p2?…p9"p(n), 则 可 得 


pi po epr «vm 











于 是 ， 
故 可 得 njp(n)!， 但 p(n)1(p(n) - 1) 因此 Soz) = p(n). 


引 理 1.5.1 得 证 . 
引 理 1.5.2 He > 1 是 任意 实数 , RNA 


r? r? 
O|——}. 
2.909) S (5) 








证 明 :显然 有 


315002 M] Smt M] Si) (1-31) 


p(n)» vn p(n)& vn 
根据 Euler 求 和 公式 我 们 很 容易 得 出 (1-31) Asin ASP: 


`> S(n) « >》 vninn 


neg qned 
p(n)E vn 
= f vimeat f (t — [t])(Vélnt)'dt + V z1nz(x — [z]) 
1 1 
« a? Ina. (1-32) 








下 面 我 们 来 计算 (1-32) 右 端 第 一 项 . 由 引 理 1.5.1 我 们 可 得 


$; $m = YO Si)= Y 








ncc npa nx/o 
aya p> np Jaspi 
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= 5 J » (1-33) 


nys Vz«p&z E 
设 r(z) 表 示 小 于 或 等 于 z 的 素数 个 数 .注意 到 


T T 
s) - eoi). 


Ja<pst " vz 
u x? 1 az? O x? 
n?nzx  2mn?lnz n2]? x 
r? x? 
= 1-34 
2n2 ln x n2 ln? x ( ) 


因为 
1 1 
y -; = 6(2) +0 (i) ; (1-35) 
n<VE 
综合 (1-31) 一 (1-35), 可 以 推出 引 理 1.5.2 的 结果 . 
引 理 1.5.2 得 证 . 
引 理 1.5.3 ”对 任意 的 正 整 数 上 Fork hi, MA 











gee rF 
2e Pec e uae A ir] 


i 
t<ak—-1 


HERA: ”应 用 Abel 恒 等 式 , 结合 引 理 1.5.2, 可 以 推出 





1 


X £s() = e-i Y sp-if (ss) ti-1dt 








icai icai lst 
" 1 ; 

qi in? pre! dp aO oe 

~ “Pking 12 J, Int In? x 





mrt rF 
== 一 O 7 . 
6(i+ 2)klnx j ln? x 
引 理 1.5.3 得 证 . 


定理 1.5.1 对 任意 的 实数 z > 3, MA 
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证 了 明 : ”首先 , 对 任意 实数 z > 1, VEM. 为 一 个 给 定 的 正 整数 使 得 


M* € z « (M 4 1)*. 


则 我 们 有 
M-—1 
S > S(ax(n)) = Y; S(ax(n))+ M  S(ax(n)) 
nc t=1 tk<n<(t+1)* Mr<n<z 
M-—1 
= (+1 -se > s(M 


=1 M*¥<n<ax 
1 


Il 
m cM 
| 
> PESE S 
> ~ 
Ne 
+M 
ns 
U 
© 
+ 
o 
A 
8 
a 
NY 


再 根据 引 理 1.5.3 我 们 可 得 


= j iit ak i 
2 , Sen) = Y( (rz +? ia +0 (zt) 
Ms 1+% gti 

于 是 完成 了 定理 1.5.1 的 证 明 . 

1.6 Smarandache 简 单 函 数 的 可 加 类 似 


定义 1.6.1 Smarandache 简 单 函数 Sj(n) 定 义 为 : 满足 p"|ml 的 最 小 正 整 数 m € 
Nt. Bp 








S,(n) = min(m : m € N,p"|m!). 


在 文献 [12] 里 , 作者 Jozsef Sandor 提 出 Smarandache 简 单 函 数 的 加 法 类 似 如 下 : 
定义 1.6.2 ik 





Spf) = min {mE N : p” < m!}, ee (L,«), 


和 
S(x) = max {m E N :m! < p^), x € [L, «) 


JU RS, (x) 5S (x) A Smarandache fa # BIKA AVR. 

显然 当 z € ((m—1)!, mHE S (r) = m, 其 中 的 m > 2 (因为 0! = 1! 故 m = 1 
时 函数 无 定义 ), 因此 , 这 个 函数 定义 在 x > 1. 这 里 ， 主 要 给 出 Smarandache 简单 
函数 的 加 法 类 似 5,(z) 与 3(z) 的 渐 近 性 质 . 
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定理 1.6.1 设 对 任意 实数 7 > 2, 有 渐 近 公式 








I In] 
se) = SBP + o (SER). 


Ina In? x 


HERR: ”根据 Sp(z) 的 定义 , 我 们 可 得 (m — 1)! < p? € m. 在 上 式 两 端 同时 取 


对 数 ， 我 们 有 
m-—1 m 
D Ini < zlnp € » d 
i=l i=l 


再 由 欧 拉 求 和 公式 可 得 


> hi = Í miatt f (t — [¢])(Int) Intdt 
i=1 L 1 


= mlnm — m4 O(lInm), 


m-—1 m-—1 m-—1 
Soni = n In tdt «f (t — [t]) (In t)'dt 
i=1 1 i 


= mlnm — m 4 O(Inm). 
综合 (1-36)-(1-38) 我 们 很 容易 推出 
zlnp-— mlnm— m + O(ln m). 


所 以 
olap 





+ O(1). 


"^ 1num- 1 


[E] 38, 我 们 同时 在 式 (1-40) 两 端 取 对 数 ， 则 














Inm = lng + O(InIn m), 


InInm = O(ln ln z). 


因此 , 由 式 (1-40)-(1-42) 我 们 可 得 


zlnp 


S» (7) Ing + O(InInm) — 1 


+ O(1) 
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(1-36) 


(1-37) 


(1-38) 


(1-39) 


(1-40) 


(1-41) 


(1-42) 


第 一 章 数论 函数 及 其 均值 ( 





zlnp | 1 O(InInm) 
^ dus P In z(In z + O(Inin m) — 1) 


= sinp LO (==) l 
lng ]n x 
于 是 完成 了 定理 1.6.1 的 证 明 . 
1.7 Smarandache 伪 5 倍数 序列 


定义 1.7.1 ”对 任意 一 个 正 整 数 ， 如 果 将 其 各 位 数字 进行 置换 包括 恒 等 置换 后 
所 得 数字 是 5 的 倍数 , 那么 这 个 数 就 称 为 伪 5 倍数 . 

例如 : 0,5, 10,15, 20,25,30,35,40,50,51,52,-.- 就 是 伪 5 倍数 ， 设 4 表示 所 有 
伪 5 倍 数 的 集合 . 在 文献 四 的 第 78 个 问题 里 ，Smarandache 教授 建议 研究 伪 5 倍数 
序列 的 性 质 . 本 小 节 中 利用 初等 方法 研究 了 这 个 序列 的 均值 性 质 . 

定理 1.7.1 ”对 任意 实数 z > 1， 我 们 有 渐 近 公式 


> f(r) = YF fn) + 0 (Mart), 


ncA que 
nzz 


KYM = max (1f (0)])- 


l<n<a 
证 明 : 首先 , BELO’ < x < 10*+1 (k > 1), 则 有 k < logz <k+1. 根据 集合 4 的 
定义 , 我 们 可 以 推出 不 属于 集合 4 且 小 于 等 于 z 的 数 的 个 数 最 多 有 8*+1 个 . 事实 上 ， 
在 这 些 数 中 有 8 个 一 位 数 , 即 : 1,2,3,4,6,7,8,9, 有 82 个 两 位 数 , ---, 有 8* 个 k 位 数 . 
所 以 说 不 属于 集合 4 且 小 于 等 于 z 的 数 的 个 数 最 多 有 8 十 8> 十 … 十 8* 二 (8* 一 1) < 
BETIA. 因为 



































1 1 
gk < glog x Z (gloss z) Togg 10 __ (a) Tea 16 _ pets. 








所 以 我 们 有 8* = O (ot). 
RMRA|f(n)| (nx x) WER, WA 








ngA 
nzz 
于 是 
VY) = Efn- Ho 
ncA n<z ngA 
nzz nír 
-y f(n) +0 (Mat). 
多 去 区 








这 样 就 完成 了 定理 1.7.1 的 证 明 . 
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推论 1.7.1 对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 





> d(n) = zlnz + (2y — 1)z + O (a 
ncA 
naa 


ate) ; 
其 中 d(n) Dirichlet 除数 函数 ， 是 欧 拉 常 数 ，e 为 任意 给 定 的 正 数 . 
证 明 : ”在 定理 1.7.1 中 取 f(n) = d(n), 并 注意 到 (参阅 文献 向) 
> d(n )  zlnz + (2y-1)2+O(2 aj; 


nzz 





以 及 估计 式 
d(n) < a*, (对 所 有 的 1 < n < a), 
就 可 以 得 出 推论 1.7.1. 
推论 1.7.2 ”对 任意 实数 z > 1, 则 有 渐 近 公式 


> Q(n) = zlnlInz + Br+O (—) È 
lng 

nEA 

NLR 


其 中 Q(n) 表示 n 的 所 有 素 因子 的 个 数 ， B 是 一 个 可 计算 的 常数 
WEBB: ”在 定理 1.7.1 中 取 f(n) = Un), 并 注意 到 (参阅 文献 [6]) 


> An) = sining + Bro (= i 
log x 


TLR 








以 及 估计 式 
Q(n) < z*, (对 所 有 的 1 € n < x), 


就 可 以 得 出 推论 1.7.2. 
1.8 ” 索 因 子 最 大 指数 序列 {ej,(n)}(1) 
定义 1.8.1 — 设 p 为 素数 , ep(n) 表示 在 所 有 整除 n 的 素 因子 中 的 最 大 指数 ， 则 


称 {ep(n)} 素 因子 最 大 指数 序列 . 
4o(n,p) = Y; ep(k). EX] 285684 lo] Bip, F.Smarandach 教授 建议 
k<n 


研究 序列 {ey(n)} 的 性 质 ， 因 为 ey(n) 与 n! 的 标准 因子 分 解 式 之 间 有 着 密切 的 关 
A, 所 以 研究 这 一 问题 是 十 分 有 意义 的 ， 本 节 中 , 主要 利用 初等 方法 来 讨论 均 
x o (n, p) FY EJE. 


定理 1. 8.1 对 任意 素数 D 及 国定 正 整 数 n,， 则 存在 渐 近 公式 





X o(n,p) 2 nnnc en dc eg ed es 
TL =ninn cn € C tr C a ; 
e lins “inn “Ta hae 


pín 
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其 中 大 是 任意 给 定 正 整数 ，ci fi 二 1,2,…… ) 均 为 可 计算 的 常数 . 
证 明 : ”首先 , 我 们 将 所 研究 和 式 分 解 为 两 部 分 : 


Samp = 》 anp) 》 alp). (1-43) 


psn p<Vn Vn<p<n 


对 于 第 一 部 分 和 式 , 根据 引 理 1.1.1 我 们 有 




















pXvn p<Vn 
1 1 
TW Garces ot 
pXym pE Wm 
: 1 1 a(n, p) 
= m 一 十 十 O = = 
2, P 2, p(p = 1) | m2 p= i 
p<Vn p m>/n pz/m 
Jm 
=n (/ 上 0 (>) z o (1-44) 
s n pXvn P 
其 中 r(z) 所 有 不 大 于 z 的 素数 的 个 数 . 注意 到 渐 近 公式 
T x 
mers lng tia? + Tak] ELO (==) (1-45) 








T 
1 ag ak x I 1 
一 0 ood 
n/n ln In Vn t =) 3 «ln 


" T= EER [ : wo 人 ) 
a r+- +a ————— dr 一 一 一 一 
E 3 rcr In? x idis 2 z Intt! y In**1g 



































a11 a12 Q1k a21 a22 
= oL pered InInn 4- B+ 2 
Inn In?n In^ n acad "lum qui 
2k 1 
Tec O 
In^ n 一 -) 
Q31 Q32 Q3k 1 
= ]nlnn 4 B+ ——4 ee] +O | 一 一 一 |. 1-46 
Inn mn In^ n (z -) ae 


利用 引 理 1.1.2 我 们 有 


a(n, p) Inn | 1 
p» PRIME oe mp7” D inp ín 2 1S vnn. (1-47) 
pXvn pXvn pXvn pXvn 
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综合 (1-44), (1-46) 及 (1-47) 式 可 以 得 到 


n n 
J a(n,p) = nlnlnn + con + a31— + a32 —5— 
lnn ln* n 
pXvn 
n n 
aes age POIL (1-48) 
ln n In n 


对 于 第 二 部 分 和 式 , 我 们 有 


yoo = XXE 


Vn<p<n Vn<p<n t=1 Vn<p<n 
= uo LeeL X 1 
VnepEnmE$ mlyn yn<ps è 
n 
= 》 (a(Ž)- arva) 
m.m 
TL 
= > "(=)- IVnis(vn). (1-49) 
mn 


应 用 Euler 求 和 公式 以 及 震级 展 式 可 以 得 到 





1 1 
2. m(Inn — ln m)" H p» Tn(1 一 Bm 








na mega P M1 — ian 
DER mem 
i 520 ne UR mn*** n 
V 7 一 1 十 8 ln” m 
= [pons Inst n In?^n 
- Miss (pryn ttn to (2) 








k 
dii In? TL 
— — +0 
之 ln’ n ( yn ) 


由 此 及 (1-45) 式 , 我 们 可 得 
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Ac xu ms 
Eds m(1n n — In m) 2 münn- mnm)? 

















mn 
Horn EH m im 
_ bon hs eo be or +0 (A) oe 
而 且 
matum. = deas d. 








利用 (1-49) 一 (1-51) 式 可 得 





2 a(n.p) = bon tasi rasa Fe +0 ( E ) (1-52) 
TL 


rape Inn In? n In* n 
n<p<n 


综合 (1-43), (1-48) (1-52) 3X, 我 们 容易 推出 渐 近 公式 





n n n n 
Y a(n, p) 2 nlnn en i. — + e3—5— $+ 6 T «o( 上 
Sum Inn ln n ln n 


这 样 就 完成 了 定理 1.8.1 的 证 明 . 
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第 二 章 “数论 函数 及 其 均值 (IT) 


在 第 一 章 里 ， 我 们 主要 以 初等 方法 为 基础 讨论 一 些 数论 函数 的 均值 问题 ， 但 是 对 于 许多 数 
论 问 题 仅 仅 以 初等 方法 来 研究 是 远 远 不 够 的 . 早 在 1837 年 Dirichlet 为 了 证 明 在 一 个 给 定 的 算术 
级 数 里 素数 存在 性 问题 ， 他 超出 整数 的 范围 并 引入 解析 的 方法 如 极限 和 连续 性 ， 根 据 这 个 做 
法 ， 他 创建 了 称 为 解析 数论 的 一 个 新 的 数学 分 枝 的 基础 在 解析 数论 里 ， 实 分 析 和 复 分 析 的 概 
念 和 方法 极限 于 与 整数 有 关 的 问题 . 之 后 解析 方法 在 研究 数论 问题 中 发 挥 了 强大 的 作用 . 作为 初 
学 者 ， 有 必要 了 解 基本 的 解析 数论 的 方法 ， 以 及 在 具体 问题 中 如 何 去 应 用 解析 方法 . 本章 中 ， 
我 们 主要 介绍 了 使 用 解析 方法 研究 一 些 具体 问题 ， 特 别 在 于 数论 函数 的 均值 问题 中 的 解析 方 
法 . 


2.1 8 次 补 数 与 次 可 加 补 数 


2.1.1 引言 


定义 2.1.1 k> 2 为 任意 给 定 的 正 整数 , b(n) Rend, (n) 2 — 6 
FRA) HR EK, WARD, (n) Zimt kA ARM. 

定义 2.1.2  ikk > 2 为 任意 给 定 的 正 整 数 , 若 ax(n) 是 指使 44(n) 十 nn 为 一 个 完 
Akki ák h EZA, 则 称 a (n) 为 n 的 k 次 可 加 补 数 . 

例如 : 4k = 2, 可 得 平方 可 加 补 数 序列 {az (n)) (n = 1,2,---): 0,2, 1,0,4, 3,2, 
1,0, 6,5,4, 3,2, 1, 0,7,.…. 

定义 2.1.3 ”对 于 自然 数 n = pM -p.p ,我 们 定义 qa(n) = pt pf... 
pP 为 立方 剩余 数 , 其 中 Bi; = min(2, e 1<i<r. 

在 文献 四 的 第 64 个 问题 和 第 29 个 问题 里 F.Smarandache 教授 建议 我 们 
研究 立方 剩余 序列 和 次 补 数 序列 的 性 质 ， 这 里 主要 利用 解析 方法 给 出 了 序 
Jjfas(n)b(n)) 与 {ax(n)}， 以 及 这 两 个 序列 与 Buler 函数 或 除数 函数 相互 作用 后 
新 的 序列 的 分 布 性 质 . 

2.1.2 ”立方 剩余 数 和 次 补 数 


定理 2.1.1 对 任意 实数 xz > 1, 有 渐 近 公式 


2 3(n)be(n) = Wn LI (a) 


naa 


其 中 e 为 任意 给 定 的 正 数 , Hk = 2 时 有 
3 
p tp 
R(k--1)— [sull lox 
din II auae) 
Sk > 3 时 有 
k—j43 k k—j+3 
p p 
nue I] Qo (p + 1)p** 93 zty (p + 1) (p(--D(s3) 一 zu) Í 
p J= 
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HERA: x " 
f(s) = Y as(n)bk(n). 


根据 欧 拉 积 公式 及 a3(n) 和 bk(n) 的 定义 , k = 2 时 我 们 可 得 











f(s) = Lo d ) 
- ILC athe + Sg) 
当 > 3 时 有 
jJ) = a bari 
lads dps a) 


s—j+2 


z Oc T Yeh gs I orn 
Cafe A orp 7 22 DEFOR p) 





显然 , 我 们 有 不 等 式 








= bi (n) ih 
AS Am (n) k 
lam (n)b(n)| € n^, 2, n? ~ c—k—1 
其 中 o > 天 十 1 是 s 的 实 部 . 所 以 由 Perron 公式 (参见 文献 四) 可 得 
am (n)by(n) 
D nso 
nzz 
)] Tee a z^ B(b + ao) 
E ml. RE ac ee (t+) 





" (~) aat 25) +0 (一 “am min(1, =) , 
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Boo) == 则 有 


k+2+iT 7 yi 
». a, (n)b(n) = z) EH Rs) ds + O(gF* dt), 








= 2in Jio sr G(2(s — k)) 
其 中 
p +p Si 
| ik = 2 时 
II ( (psc? 十 1)(p2s 一 7) 
R(s) = k pi k p- 7 十 2 
I (ie k 4 1)pis r ps7 a (p(-t3)s -) “4k > 3 IN. 








我 们 将 积分 线 从 s = k +24 iT Fs =k + i ciDs—aciDXfi xm 


k+24iT 7 8 : 
z) EAE (s) ds + O(t), 





2im Ji42_ir Cs — K)) 
这 时 , 函数 —" 
£9) = Taga ae) 


在 s = 上 十 1 处 有 一 个 一 阶 极点 , BON Gay R( + 1). 所 以 


1 k+2+iT k+$+iT k+4$-iT k+2-iT C(s — k)a* 
Mus 4 it d > R(s)ds 
21m V Ji-pa—iT k+2+iT k+ł+iT k+4-iT C(2(s — k))s 


kt 


(k + 1)¢(2) 


容易 得 出 估计 式 
1 k+4+iT k+2—iT C(s — k)a* 
Eu ——— R(s)d 
amt UL fe) 6(2(s — k))s ee 


2 o Clo — k + iT) x? 
k+4 


COl kF m 9 
ES k+4-iT (s A k)as du 
Jri Lus (Qs kya 0d 


由 C(2) = 写 我 们 可 得 


k+1 
> C 23 (n)be(n) = hi +1)+0 G0 . 


R(k +1). 

















All 


T |c1/2 + it) ak +2 


1 
2 1 
dt kr$ve 
$$ (1+2it) t | bas 

















nar 
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于 是 完成 了 定理 2.1.1 的 证 明 . 
定理 2.1.2 设 p(n) 为 欧 拉 函 数 , 则 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 











67H * ktite 
nzz 
其 中 当 若 上 二 2 时 有 
2 
pyl 1 
*(k+ 1) Oo 
d -Itss 2p5 + 2p* + 2p3 + 2p? + 2p £1 wr) 
žk > 3 时 有 
1 pe jt+3 __ p"? 
R*(k+1) = 1— + 
( ) " p? pop d (p+ 1)p (k+1)j 
k are L4 
+5 p" j 3— pk 7 十 2 
z (p+ 1)(pÁ* 003) — plk+1)j) ` 
j= 
32.1.3 ia > 0，oa(n) = 》 d^, 则 对 任意 实数 z > 1, MA 
d|n 
Soo (as(n)bu(n)) = E R(ka + 1) + O (ater) 
= a 3 k un (ka + 1)r2 , 
其 中 当 k = 2 时 有 


R(ka + 1) -Jj (1+ (5 +1 (pit = Dp +p 一 1 )) 
p41 2a 十 1 3(2a 十 1) _ p2a+1)\ (pa — 
(p prese) 


Lk > 3 时 有 


peti k (k-j+3)a+1 _ 
Rati) = I (it oro nt ine DAE 
p ja e (pacti a Woy 
s pk-i+3)a+1 _ p 
p? (p-- Dp + 1(p* — ^D (k+j)(ka+1) — p(ko--1)3) 


定理 2.1.4 设 d(n) 表 示 Dirichlet 除 数 函 数 , 对 任意 实数 z > 1 有 


Y dlas(n)ba(n)) = SSR) Flog) + 0 (x8**), 


nír 
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其 中 f(y) 为 y 的 k 次 多 项 式 , Hk — 2 时 有 














n k—j43 1 
+) EFI 3) (pua yeu 


j=l 


定理 2.1.2-2.1.4 的 证 明 : ix 


根据 欧 拉 积 公式 及 p(n)，oa(n) 和 ad(n) 的 定义 , k = 2 时 我 们 可 得 


fils) = I] 


























ps (pe — pe)pe — 1) 


EE p? 3-4 3 1 
1) TIC e ES 3-3) 


hs) = Ges Ll (+ pote (E 2 DEG 
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“4k > 3 时 有 
k " F 
1 1 p"? 一 1 一 7 二 1 
s) = 14+ — - — + — 
万 (5) JI ( poko p r 2. pes 
p JF 
k ph-o+2 — pk-j+1 
p? pts — pis 
J= 
|. (s — k) I MA Ï D o o; 
CEGEK LEN Ep A qp p 
k copie "T 
i ae | 
fex (pr Sep (dee prey n 
C(s = ka) p? "T pria 
falo) = = 1 于 一 -二 ~ 
4G) = e kaJ lt e GU 


p 3-)ets = pike 
(pe Be 十 1)(pe — 1) (ptis — pis) p^ 








(k = j oe a (家 DD(R 一 7 十 1)s 


fa(s) = (eH sm 2» (ps EDO 





= (ps 十 1) k+1 " 1)s 一 DO 一 k-1)5) (ps + 1)5*1 . 





则 由 Perron 公 式 和 定理 2.1.1 的 证 明 方法 , 我 们 就 可 以 得 到 其 余 结 论 . 一 般 来 说 ， 
我 们 可 以 利用 同样 的 方法 研究 序列 om (n) by (0) BRE TE JR, (Us > 2 为 给 定 
的 正 整数 ), 并 可 得 出 一 些 较为 精确 的 渐 近 公式 . 

2.1.3 ”次 可 加 补 数 


引 理 2.1.1 ”对 任意 实数 z+ > 3 及 满足 (0) = EREEREER AAS), 我 们 





有 
[;*]-i 
> flair) = > M fm«o| M f|. 
ind mE nsa([2*]) 


1 
其 中 [zx] 表示 小 于 或 等 于 z 的 最 大 整数 ,g(t) -X( Je 


i=1 
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HERA: ”任意 实数 z > 1, 设 MM 为 固定 的 正 整 数量 满足 
M*<z<(M+1). 


注意 到 ， 若 n 取 遍 区 间 [t*, (t+1)*) 上 所 有 的 整数 ， 那 么 ar(n) 也 取 遍 区 
间 [0, (t+ 1) 一 妇 一 1] 上 所 有 的 整数 , 又 因为 1(0) = 0, 所 以 我 们 有 


M-1 
> faln) = $5 fam) > f(a(n) 
nz t=1 tk<n<(t+1)* Mk<n<a« 
M-1 
= M SS f+ > f(n), 
t=1 n<g(t) g(M)+Mk—-a2<n<g(M) 
k—1 í 
其 中 g(t) = ( i Je HTM = [z#]， 故 可 得 
i=1 
[;*]-i 
flar(n))= M fmn-o| M fm 
ts m sro ME] 


引 理 2.1.1 得 证 . 
注 : ”这 个 引 理 是 十 分 有 意义 的 . 因为 如 果 我 们 已 知 f(n) 的 均值 公式 , 那么 根 
据 引 理 2.1.1 很 容易 就 可 以 得 出 》 f(ak(n)) 的 均值 公式 . 





nzo 
定理 2.1.5 ”对 任意 实数 + > 3, 则 有 渐 近 公式 


Se a a 
k(n) = p3” 十 O17 


nsa 


WEBB: 设 f(n) =n, 根据 欧 拉 求 和 公式 我 们 有 


Tam = Y X0 Xo 


na t=1 n<g(t) n<o( [2#]) 





于 是 完成 了 定理 2.1.5 的 证 明 , 
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定理 2.1.6 ”对 任意 实数 x > 3, RNA 


> d(ax(n)) = (27 +ink-24 
nc 
其 中 是 欧 拉 常数 . 
WEBB: 注意 到 





1 
(1- i) rzlnzd4 


3 d(n) )2zlnz-4( (2v - 1)«  O (z *), 


nír 





并 由 引 理 2.1.1 则 有 
S d(ax(n)) 





ab (ee (nae m ( me ( ))) 


+(27 — 1)kt*~") +O (« 1-4 Inz) 


[;5]-i 
(k(k — It Int + (25 + Ink — 1)kt^^! 


t=1 
+0(t*~?)) 0 (s ting) 
[;*]-i [z 
= k(k-1) XO t*omtr (Ink Dk Y 
t=1 


+0 (s 1-tInz 


根据 欧 拉 求 和 公式 容易 得 到 
> dlaxr(n)) = (: 一 i) nie 
qp 

于 是 完成 了 定理 2.1.6 的 证 明 . 

2.2 kYXX REST RU Sr 








2.2.1 引言 
定义 2.2.1 hk > 2 是 任意 给 定 的 整数 ， 如果 对 任意 素数 p 有 p*tn, MAAR 
dn akki FR. 
3T 
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无 次 虹 因 子 数 序列 可 以 由 如 下 方式 得 出 : 从 日 然 数 集合 中 (0, 1 除外 ), 去 掉 
所 有 2* 的 倍数 , 之 后 再 去 掉 所 有 3* 的 倍数 , 再 去 掉 所 有 5* 的 倍数 , …, 去 掉 所 有 素 
BURR. BATRA LPB: 2, 3, 5, 6,7,10,11, 12, 13, 14, 15, 17, 


FEM 2.2.2 ik > 2 是 任意 给 定 的 整数 , 如 果 对 任意 素数 p 有 p | nip’ |n, 8 
An So A IRR S] AC. 

定义 2.2.3 Hn 的 标准 分 解 式 为 n = pl ps? … per, 则 定义 w(n) =r, wln) 
An WPA KAT Hk BH. 

43EX2.2.4 Smarandache 无 平方 因子 函数 ZW (n) 被 定义 为 满足 nh | m” 的 
最 小 正 整 数 m. 
显然 2W(1) = 1. 当 n > 1, 乐 成 华 在 [13] 中 给 出 








ZW (n) = pipa: px; (2-1) 


其 中 pi1, po, +++, px 是 n 不 同 的 素 因子 . 同时 他 也 证 明了 级 数 





1 
2 ZWGU aE R, a»0 


是 发 散 的 . 

本 小 证 中 ， 我 们 将 对 完全 kk 次 容 因 子 数 序列 ， 无 k 次 突 因 子 数 序列 ， 以 及 
伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 ZW (n) 的 各 种 类 型 的 均值 问题 进行 讨论 . 
2.2.2 Ekka AFUFI 


为 叙述 方便 , BLA3EZR PIT S6 EK DC AERA, HERNA -AI 
Lie ER ta (m): 








1, WR n-l 
a(n) 24 n, 如果 7 是 完全 有 次 需 数 
0, WR 7m 不 是 完全 有 次 震 数 





显然 
T= Taw 
ncA nee 
mag 


定理 2.2.1 对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


26k. git 1 1 十 去 上 +e 
二 ) 





nag 
其 中 e 是 任意 给 定 的 正 数 . 
证 明 : 令 
am) 
(9-2, = 
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由 Euler 乘 积 公 式 及 a(m) 的 定义 可 知 








i s Ir ( ut S e) 
= II ( 十 — 
- ILC «5 uc ze) IE ye) 


_ (kel) EN NND 
= aG ll (+ Gea) 
FAC (s) Riemann zeta- 函 数 . 注意 到 不 等 式 


Xu. 


n=1 


其 中 o > 1 一 二 是 复数 s 的 实 部 . 于 是 , 利用 Perron 公 式 可 以 推出 


yu - = 23 5 J nee Zass o (22629) 


l eu ) +0 (一 am min(1, m) 








1 
jq 


la(n)| € n, 
o—1—i 

















+O (rien min( 


其 中 N 是 最 接近 于 z 的 整数 , zl = le- N]. Moo = 0,6 = 244, T = ctt 
H(z) =x, B(o) = by, 则 有 


Y^«9) E T C(k(s — 1)) R(s) ds + O(a), 


ae 2im J5,1 ip. 6(2k(s — 1) 
其 中 
n9 = IL * ome): 
为 了 估计 主 项 


1 /iT Ck(s— D)a* 
2im Jai amp C(2k(s — 1))s 


我 们 将 积分 线 由 s = 2+ 1 iTÉEES = 14+ dod iT. 这 时 , 函数 


R(s)ds, 
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144 
在 s = 1+ LALA HU HB (RCL + 4). 于 是 
1 2 十 去 十 i 了 1+3 HiT 1+3 iT L. —iT u 1)) 
P ERE | +f +f is me m Rs)ds 
2im V Joph—ir 24+24iT i+ am [MM as (s— 1)) 


ke alte 1 
i ee) 


我 们 容易 得 到 估计 


1 1+3 +iT 2+ 
Ti 2-- LiT 1+4 -iT 


" L. C(k(o — 1 4- iT)) gtk 
1+4 
及 


Oko IF) Rs) T 
1 /fT C((s — 1)a* 
2ri jas Co d «f E 


NI 
| 
5 




















C(1/2 + ikt) zt 


UE E Msi dt Lag te 
C(1+2ikt) t 

















注意 到 C(2) = E, 根据 上 面 的 推导 可 得 


6k. ait 1 dibus 
Y= Ua e tite), 





这 样 就 完成 了 定理 2.2.1 的 证 明 . 
定理 2.2.2 oln) Æ Eulerhžk. 则 对 任意 实数 z > 1, RMA 


i 
k 


6k- zit pe 1 
一 一 ~” jp n o( peer). 
>》 on) ere ll Mr ap + x 





定理 2.2.3 ia > 0, a(n) = 3; d^. 则 对 任意 实数 z > 1, AMA 
din 
1 L k 
2 Pv -oE (S) vp +pt—1 

Fanan IE zn 

a = a Y LU a 
= (ka + 1)7? : (pots 1) p l1)(p* —1) 
nz 
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定理 2.2.4 ikd(n) AA Dirichlet 3k BA. 则 对 任意 实数 x > 1, RAMA 


k+1 





6k- xt 全 天] 
dn) = —— 14. ———— 一 一 一 | .Fogz) 
2. T II (p+ 1)**1(p* — 1)? 
nag 


+0 (s ate ae 


其 中 f(y) 是 关于 yy 的 k 次 多 项 式 . 
定理 2.2.5 ”对 任意 实数 ZX > 1, 我 们 有 渐 近 公式 





£ 
S em.) = EET (1+ LÀ )H "uu 
nea ME j ptm (p+ D(p* =) p? m p(p* S 
n<a B<k 
天 a E ee p* ico p^ (= p ) zk TE 
or (ee yw. "E "x "EXE RU (« ) 
B>k 


HY MALEAE HER, (mn) 表示 m 与 n 的 最 大 共 因 子 . 
定理 2.2.6 对 任意 实数 z > 1, RAMA 

















ncA pim p8||m 
nx B<k 
B- ， ， (p? — p®!) pt 
1+ E b. iy LP z p ( p )+o ate 
zu x eae) p(p* — 1) H p+1 (= 
B»k 

定理 2.2.2-2.2.6 的 证 明 : 类 似 的 , > 

E SA o d 
fi(s) = y ALA fo(s) = b» DE falsa) = > ~ 

neA neA neA 

fils) = b» zem m). Oe eum n)) 

ned ned 


利用 Euler 乘 积 公式 以 及 p(n), a«(n)fld(n) 的 各 日 定义 , 也 可 以 得 到 


k k+1 k 1 
mo - Ty (t+ ne) 
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_ G(k(s - 1) pop l 

~ C(2k(s — 1)) II ( t GDS Nip 5) 

_ (s — a)) (ote = Vp" 0 
fle) = zane — ay LI ( tr | 

_ HGR) qy f, ODIE (EP) iem - gutem 
Als) = omes LI 人 | 

















pm ptm 
co (p?) V sa(p) calp?) 
x JI l+ ks(] — Ł I] ty is 十 ks(1 1 
pê || m. p ( p) pP || m i=k P p ( ) 
B<k B>k 
以 及 
SG Rond 
S = 1 ——— 
BS) = aks) H pre +1 I GF Dpr-1) 
B. 48-1 Bad 4 . B. 6-1 
P P p p p p 
x ij. a 1+ Bde eel 
I ( p" B 5) an ( i=k p? p^ B =) 
Bzk Bk 





通过 应 用 Perron 公 式 以 及 证 明定 理 2.2.1 的 方法 , 可 以 推出 定理 2.2.2 一 2.2.6 的 
结果 . 
2.2.3 kYXREES UR 
引 理 2.2.1 对 任意 实数 z > 2, RNA 
X u(n) = yrlnlnz-c- Az +0 (>) ; 


nír 
> w^ (n) = z(InInz)? +O (zInInz), 


nír 





#pA=7+5(m(1-3)+4). 
证 明 : (参阅 文献 6]) 
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引 理 2.2.2 ik (n) Mobius Hak, 对 任意 实数 s > 1 有 恒等式 


Aon) ^ 1. 1 
2. ns 2 


n=1 p 





WEBB: ”由 w(n) 的 定义 可 得 

















1 
2 T 


p 


Il 
| 
SI 
MTS CU 
8 
pou 
io 
SS 
os, 
= 
| 
x|- 
o d 
L 
| 
| 
| 
‘| 


引 理 2.2.2 得 证 . 
3]182.2.3 ek > 2 为 整数 , 对 任意 实数 z > 2, 我 们 有 渐 近 公式 





> w?’ (m)u(d) = 一 一 +0 (xlninz). 


dkm<a 


WEBB: ”应 用 引 理 2.2.1 可 得 


dkm<z dcx mc [dk 
x 


d $ y 
= LD u(d) (去 (nm 十 O (= InIn =)) 
d<ak 
a 
dz 





2 
iid) (mma + mm (: 一 nj) tO (xlnlnz) 


E Adr Ing 
<ak 
E 2 pd) Ind 
= q uina) 24 ae ee zlnlnnz `> dünz + O(a InInz) 
d=1 ree 
z(InIn x)? 
= +0 (xlnln z). 
Qu er 


引 理 2.2.3 得 证 . 
引 理 2.2.4 k > 2 为 整数 , 对 任意 实数 rz > 2, MA 
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WERA: ”应 用 引 理 2.2.1 可 得 


引 理 2.2.4 得 证 . 
引 理 2.2.5 Kh > 2 为 整数 , 对 任意 实数 z > 2, 我 们 有 


$5 v (dm) = 0(). 


dkm<a 








证 阴 :” 设 (u,v) 表 示 4 和 vw 的 最 大 公约 数 ， 由 引 理 2.2.1 可 得 








drm<z 
= Mud. M, wu) 
deu uld m<a/d* 
= Y aY [5 
dew uld 
E n) > e 
= e). E +0 u(d) V ea) | = O(a) 
d—1 +t uld 


引 理 2.2.5 得 证 . 
引 理 2.2.6 Hk > 2 为 整数 , 对 任意 实数 z > 2, 我 们 有 渐 近 公式 





X` w(djw(m)u(d) = CzInlnz + O(z), 


d*mmz 


> 1 1 
HC = — coy Ds wr 
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WEBB: ”由 引 理 2.2.1 及 引 理 2.2.2 可 得 














drm<z 
= > wand) M wlm) 
eat m<a/d* 
zlnin = Ax x 
= Y wana ( d +3 +0(aee)) 
d<a® 
»(d)u(d) kind 
一 m 2 ae InInz+InIn[{ 1 — B 
d<ak 
w(d)u(d) ( x ) 
d<ak 
S w(d)u(d) Ind z 
= lnl A (>) 
eae 22, a? dl | ding TE Inz 
= d<r? 
= Crlning+O(z), 


1 1 
其 中 C = -r Ds 3 


p 
引 理 2.2.6 得 证 . 
定理 2.2.7 设 .4 表示 所 有 无 有 次 震 因 子 数 的 集合 ， 则 对 任意 实数 Zz > 2, RMA 





p» w^ (n) = OM t O(xlnlnz). 


其 中 C(k) A Riemamn zeta- HK. 
证 明 : 对 任意 正 整 数 %, 由 文献 向 可 得 


1, n NEk 次 因子 数 ， 
LHD =) 0 其 它 


d*|n 


由 引 理 2.2.3 一 2.2.6, 则 有 





dkm<a 
= >》 mad + M. oldud) M o(d, malad) 
dkm<a dkm<a dktn<a 
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«| > o) E > IE) 


d*mz dkm<a 


= (oe +O cmma)) +2(CalnIng + O(x)) + O(a InInz) 
= — +0 (zlnlnz). 
于 是 完成 了 定理 2.2.7 的 证 明 . 
2.2.4 Smarandache FAF AŽ 


定理 2.2.8 ”对 任意 实数 a, s 且 满足 s 一 a > 1 及 a > 0， 则 有 








= ZW*(n) c(s)(s - a) 1 
2 nC(2s— 2a) IL 


其 中 C(s) € Riemann zeta-BHAK, ] [表示 对 所 有 的 素数 因 FRA. 
p 
证 明 : 对 任意 实数 a, s 满 足 s a> 1 及 a > 0, we 
c. ZW 
f(s) 2; EO). 
根据 (2-1) 与 Euler 乘 积 公 式 , 可 以 得 到 


f(s) = Imm -II 











I 
— 














_ G(s)c(s — a) PEE: 
7 aa ae} |} =| 


于 是 完成 了 定理 2.2.8 的 证 明 . 
定理 2.2.9 ”对 任意 实数 a > 0 及 x > 1, MA 


ge 








WEBB: 对 任意 实数 a > 0 及 xz > 1, 显然 有 


a a < ZW? (n) 1 
|ZW (n)| <n All ae cm 
n=1 
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其 中 是 s 的 实 部 . 由 Perron 公 式 可 得 


a b+iT i 
SE (n) = z i f(s + so) Zas +o (20m) 


nso 2mi Jy jT T: 


+0 (wn) min “*)) 
+O (zin min (i i) ; 


其 中 N 是 距离 z 最 近 的 整数 , Bills] =le-N]. 在 上 式 中 取 so = 0,6 = at SRT > 2, 


因此 
" 1 oci Ts gots 
LOW w=/ | fo) asco ( - | 


+3—iT 























现在 我 们 将 积分 线 从 a + 2 + iT Sa + 4 iT, XARF) E 6s = a 十 1 有 
一 个 一 阶 极点 , 且 其 留 数 为 


C(a + 1)g** B 1 
¢(2)(a + 1) IL: pe mE 


WT = x, 则 有 
Cla 十 1)z2+1 | 1 | 
ZW = 1] 一 一 一 一 ~ 
2 -= arn ll rors 
oc icis s " 
tu e" f(5)—-ds +0 (antat) 





C(a + 1)gz**1 1 
E a +1) II i pr(p+ 7 
5 gates ar) +0 (aer) 


(f. VERDI 
a geti duc 
" o 1) II | i Im 可 p ) 


于 是 完成 了 定理 2.2.9 的 证 明 . 
注意 到 : So ZW?(n) = xz 十 O(1) 和 lim. ac(a +1) = 1, 由 定理 2.2.9 我 们 





rsen) 











nes 


可 得 极限 
1 1 
lim — [[(1- 一 一 一 | = ¢@2). 
ac 2 porn) is 
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2.3 ” 素 因 子 最 大 指数 序列 {ey(n)}(IT) 
2.3.1 e,(n)5Euleri& Zi 


引 理 2.3.1 设 p 为 一 给 定 的 素数 , WER UK 21, MIA 








且 Re(s) > 1. 则 根据 欧 拉 积 公式 及 %(m) 的 可 乘 性 我 们 有 


p» e(n) ó(q") 
n=1 mn qA#p m=0 qe 
(n,p)=1 























其 中 C(s) 是 Riemann zeta-P ay. 根据 Perron 公 式 , 取 so = 0, T = cfllb = 3 则 可 以 


$T m "X 5 
2 = | Ge Zato (Z), 
nap. 7 2mi Jsir C(s) pe—-l1s T 


(n,p)=1 


将 积分 线 从 5 + iT BBS + ITH HT ET 




















Lf (o1) gh - pa? 
2mi Js ip Q(s ps 一 1 5 
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这 时 , 函数 
C(s- Dp  —pz* 
C(s) p?—-1s 


在 s = = 2 处 有 一 个 一 阶 极 J, AN 其 留 数 为 一 所 以 








f(s) = 








24iT d LL. [d (s - d — p x? B 3pz? 
Qin -iT HT 3+iT $—iT pls peret 








注意 到 
3+iT $—iT $—iT 
2+ T p -—p x < fare 
Qin 号 十 和 24iT $—iT p? —ls ` 
那么 


> a(n +0( pe 
- x ; 

nír 

(n,p)=1 


引 理 2.3.1 得 证 . 
引 理 2.3.2 设 Q 为 一 给 定 的 整数 , 对 任意 实数 z > 1, MA 


E 5 +O (x^! logz); 
S^ 4e) 








WEBB: 根据 儿 何 级 数 的 性 质 我 们 可 以 得 到 








Q t Q 
Han D 
oS es IO a> RES 
2v tt 
~~ is logz t 
t= P plier! t=1 P 
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d t RES 
= >》 一 一 1 "OP i 
t=1 p? p? logp t=1 p2 








Il 
iM 
ETE 

+ 

o 
fo 

3 

bole 
人 || 
silo 

sr| sls 
| ga [os 
3/18 
|S 
+ 
TMs 
ESES 
We d 
i C NN T d 


i) 


= +0 (z-31ogz). 





引 理 2.3.2 得 证 . 
定理 2.3.1 设 p 为 一 素数 , 9(n) 是 欧 拉 函数 , 对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 均值 公 


> ep(n)ó(n) = woe 210 (s) 


nag 





A 




















HEPA: 根据 ey(n) 的 定义 ， 以 及 引 理 2.3.1 与 引 理 2.3.2 我 们 有 





> _ en(n)o(n) 
nzz 
= M M. ae(u) = > ago) M (uw) 
pxu p usiz pi <x uX ge 
(up)=1 (u,p)=1 
p-1 a 3p a \? ecu 
= 二 — + | O = 
d AU (ese C) l ( p^ 











+O (s (= iy +O (s loza) ) ) 


(pP? — 1)r? 


于 是 完成 了 定理 2.3.1 的 证 明 . 
2.3.2 e,(n) 与 因子 乘积 序列 
设 n 为 任意 正 整 数 ，Pz(n) 表 示 n 的 所 有 正 因子 的 乘积 , 即 Pa(n) = [[a. tl 











如 : Pa(1) = 1, Pa(2) = 2, Pa(3) = 3, Pa(4) = 8,…. 这 里 ， 我 们 仅 讨论 素 因 子 最 
大 指数 序列 {ep (n)} 与 因子 乘积 序列 {Pa(n)} 的 混合 均值 的 分 布 性 质 . 
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引 理 2.3.3 ”对 任意 实数 z > 1, AMA 


x tnmen mra 2j 


nea pim 
(nn) 





II ( - j + O(z$**), 


pm 


其 中 [表示 对 所 有 的 素数 因子 求 积 , ?是 欧 拉 常数 ，e 为 任意 给 定 的 正 数 . 


p 
证 明 : WT-27, A(s) = [[ ( - 1). 根据 Perron AX PXH] 的 
p 
定理 2) 我 们 有 





A 
2, a ^x]. = (s)A() — Z ds Ole d. 
nzz 27 

(n,m)=1 


其 中 5C(s) 是 Riemann zeta- Kt. 
将 积分 线 从 和 十 iT AS iT. 这 时 ,函数 f(s) = C (s) AS) es = 1 处 有 一 
个 二 级 极点 , HSER BON 
1 2 
II (: = :) 
p 


l 
DM 2 
p- 
pim 

















pim 
于 是 
3+iT 3tiT $iT piT à 
for for oe 
Qin 3—iT +iT +iT —iT 8 
MR 14257 Inp IL o y. 
= qz | inz 了 一 
p—-1 p 
plm plm 
注意 到 
l-iT l1-iT 3-iT s 
d emen 
Qin $-iT LiT -iT s 
« I+, 
由 以 上 结论 立刻 可 得 
Y^ dm)=z|mz+27r-1+2》 -2 I (i75) «oci 
p—-1 p 
nz pim p|m 
(n;m)—1 
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引 理 2.3.3 得 证 . 








引 理 2.3.4” 设 p 为 素数 , 对 任意 实数 x > 1, 则 有 
a p x 
"m +O (=) 
ET (p=1) p 
2 2 2 
ys. (s), 
m pL 





证 明 : 这 里 我 们 仅 证 明 式 (2-3) 和 式 (2-4). 首先 来 计算 


f= sp. 















































a<n 
注意 到 恒等式 
1 “a "o? 
f emos 
Q atl 
P dc gat 
a do r Ka (a +1)? — a? 
nl +1 
p p Ll Pm 
1 mw — Saati 
EM pr +1? 
p p "o n 
及 
2 
p 
1 m 241 1 
E (s x Ps eer E 
p p ^ p p 
201 1 nt=n2p T 1 «29-1 
=T ap 42 T 41 — +1 
p p p £- pe Z p 
. 4.2 .n mJ » 2 n? — n?p — (2n — 1 
= ee 42 0 T1 +2 
p p p" Ac. p" p" 
4.907 -1). n?-—(n?+2n-—1)p 
ud p ES pnt — p^ pnt? 
EE 
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p"? 


n? — (n? + 2n — 1)p 


(2-2) 


(2-3) 


(2-4) 
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p , 29^ 71) , n? — (n^ * 2n - Up 
(p—1)2 gt (p= 1)? p^(p— 1)? 


此 可 得 








引 理 2.3.4 中 的 (2-3) 式 得 证 . 
下 面 来 证 明 式 (2-4) 式 . 设 





























a<n 
注意 到 恒等式 
gl1== 
p 

7 n a n wa 
- neo atl 

a=1 p a=1 p 
EE E < (a+ 1)? — o3 

p prt ~ pe 
Ol ë x 3o? — 3o 4-1 

D prt e pet 
a x. qe a mech LIN E 
= D prt pnt! — p^ p? pnt! r pnt — p” 

1 

















[4 n? (5 2m-l, 29-1) 
j p prti ! p pnl T prt 一 pr j= 


pP +4p+10 3n—3n? +p"! — 1+ (3 — 6n)p 








(0 p(p-1y p^(p— 1) 
NE ü 6p(2" — 1) — 3(pP"? — 1)(p — 1) 
pee Dr (pe l 
因此 
2i MED 
m d pp—1?  p(p-1) p(p—-1P*/p—1 


p? + 4p? +p (=) 
(p— 1)4 l 
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引 理 2.3.4 得 证 . 
定理 2.3.2 设 p 为 一 素数 , 对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 渐 近 公式 
rloaz 
2 ep(Pa(n)) = 


nd p(p — 1) 


(p — 1)3(2y — 1) — (2p* + 4p? + p? — 2p + 1) np 
H—— o 
pip=1) 
其 中 是 欧 拉 常数 , e 为 任意 给 定 的 正 数 . 
WEBB: 注意 到 恒等式 Py(n) = n^ (参阅 式 (1-18)), 以 及 由 Pi(n) 和 ay(n) 的 定 
义 并 利用 上 面 的 两 个 引 理 可 以 得 到 











r+ O(x**), 

















> ep(Paln)) 
nír 
= (o + 1)o ON (a+ 1)a ^ 
D 2 a(l) = x 2 » d(l) 
polsa p< I<a/p 
(p= (p,)=1 
2 
1 2l 1 
- y (ere Je (s (nz 427-14 22) (i-i) 
oXlnz/lnp p p p= p 
+0 (si) 
2 
1 21 1 
- zhi- :) (nz m- 1+ at) D em ja 
p p oXlnz/lnp p 
rlnnp (a+ 1)o? ii 
=- =r («3 ) 
oXlnz/lnp 





2 
1 21 
= 5(1-2) (nz mis 2) 
2 p p—-1 
2 2 
po +p p In^ x 
| tol =) 


rlnp (E +4p +p o pvp =) A 
Eo (ale as ME EE SE E 
2 (p=1)* pP 


clng  (p—1)3(2y—1) — (2p* + 4p? + p? — 2p + 1) Inp 
pip—1) p(p — 1)4 


+O (zt) . 
于 是 完成 了 定理 2.3.2 的 证 明 . 


根据 定理 2.3.2, 可 以 得 到 
推论 2.3.1 对 任意 实数 z > 1, 则 有 


























1 2y —65ln2— 1 
> e2(Pa(n)) = grme + + O(z5**), 


naa 
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8y — 1371n3 — 4 
= 


zte 
2d + O(x37*). 


`> e3(Pa(n)) = cria + 


nír 


2.4 Smarandache Zt 89xJ 18 


定义 2.4.1  4Z. rl Smarandache 函数 的 对 偶 , 其 定义 如 下 : 


Zi(n) = max(m € N* : mnt B 


一 | 路 





Smarandache ef Zi FY Xs] f8 4e Jozsef Sandor 在 文献 [14 里 所 提出 来 的 ， 显 然 ， 
伪 Smarandache 函 数 的 对 偶 具 有 性 质 : 





2 ， 如果 p=3 
2p - | 1,  WEpZzsa. 
其 中 p 为 任意 的 素数 . 
本 小 节 中 ， 我 们 来 讨论 伪 Smarandache 函 数 的 对 偶 2 (n) 作用 在 简单 数 序列 上 
的 均值 性 质 . 
引 理 2.4.1 jks > 1 为 整数 , p 是 素数 , MA 


ghe 2, ifp=3 
oe d. dns 








WEBB: ”由 文献 [1 和 1 的 命题 1 立刻 可 以 得 出 上 式 . 
引 理 2.4.2 qÆ% Ep —2q 一 1 也 是 一 个 素数 , 则 有 


Z.(pq) = p. 


证 明 : ”由 文献 [1 各 的 命题 2 立刻 可 得 . 
引 理 2.4.3 Rk 2 0 及 x > 3，p 为 素数 . MA 





gu. ] gh mS 
Y =p 11 k cmt) 
Perd +1 ing r7 +1)? In*a Ing 
证 明 : 注意 到 r(z) = FO H i +O (PR). 由 Abel 恒 等 式 我 们 有 
b» = r(x)" — [ n (t)kt* tdt 
pzc z 
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ghtl k+l Gh © 4k 
= —— 一 -一 | 一 ——dt 

s tet Cis =) «f Int 

af Dd +O I estt) 


T gktl 
À oo (a ) 
Ina In? x In? x 




















k ght k? + 2k Z | 
RE S di 
k+llnz  (k41)? his o( f lIn? t ) 
1 gkt+1 1 ghtl indi 
= 一 O| 一 一 上: 2-5 
PE (Eti. (s J Fen 
引 理 2.4.3 得 证 . 
引 理 2.4.4 ” 设 p 和 g 均 为 素数 , MA 
m? y? 
yea + 0 +0( à J 
^r ln” xz 
pq&zc 
HPC), CS ARTT MY HK. 
证 明 : ”注意 到 当 z < 1 时 我 们 有 二 = 14+ eta? tah tee tam t---, UT 


得 


mand 


pXyz q<a/p 


- Y (ntu O(a )) 











DPSVZ 
x Inp ln^p In" p 
= 二 1+— 4 | | 
lng aN lng nêr In” x 
p<VI 
RS fag C oeste ge am 
— m 
ln? "A lagz l m-—1 
x x? x? xr? 
+0 » -z | Bp t Baz FO I (2-6) 
en n lnl g ng ln x 


其 中 B1, Bo EEA EL, 以 及 


21 x p 


qX Vv ps«/q 


Cin Ga 5 
~ 25 (am — Inq) i A(Inz — Ing)? we (ns: — =a) 


qXvu 
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o + 1 _Ing , Ing ing | 
|. 2]ng D g Inz ln2z ]nn"z | 
Gd 全 VD 
z? 1 Inq ln" 
a 
in^ p ( Ina le" 
x 
+0 > q2 In? £ 
qs Va 
|. 2lnz 7 q mêr V2 2 2 4 F q? In? x) 


所 以 由 (2-6) 及 (2-7) 我 们 有 


2B X pr DX OM metr DON d 
pq<z p<Vx qsx/p qXvwv psa/q pXymz gq<vz 

m. m x2 
C,— + Co 一 一 十 O | — ], 2-8 
Iing "nz (3) ven) 
AC), C2 皆 是 可 计算 的 常数 . 


引 理 2.4.4 得 证 . 
定理 2.4.1 设 A 表 示 所 有 简单 数 的 集合 . 对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 


r2 m? y? 
Ing ln x 

neA 

nan 


其 中 C1, Coe eT it Ha RK 
证 明 : 根据 简单 数 的 性 质 ( 引 理 1.3.1), 引 理 2.4.1 一 引 理 2.4.4 我 们 立刻 可 得 


> Zn) = Mz) mox zoe >》 Ze (pa) 


















































ncA pic D2<z D3<z pqxa 
nsx pf 
sdb es LENS 
p<z p2<z p<a pq<a 
pq 
s CMM er 
pu p?<a pcx pq<z p?xc 
2 2 2 
x x x 
s i Cs = 40 
as" "nz (=) 
于 是 完成 了 定理 2.4.1 的 证 明 . 





2.5 ”下 素数 部 分 函数 和 上 素数 部 分 函数 


定义 2.5.1 对 任意 的 正 整 数 n, 下 素数 部 分 函数 P_(n) 的 定义 为 小 于 或 等 
于 x 的 最 大 素数 ,上 素数 部 分 函数 P+(n) 的 定义 为 大 于 或 等 于 x 的 最 小 素数 . 
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定义 2.5.2 ”对 任意 的 正 整 数 n, 素数 可 加 补 数 b(n) 定 义 为 : 使 + b(n) KA— 
个 素数 的 最 小 非 负 整数 . 

在 文献 [1] 的 第 39 个 问题 及 第 44 个 问题 里 ，Smarandache 教 授 建 议 研 究 这 两 
个 序列 的 性 质 ， 非常 有 趣 的 是 函数 P_(n)，PT+(n) 和 b(n) 之 间 存 在 着 某 种 联 
R. 本 小 节 中 主要 是 利用 D.R.Heath Brown 的 重要 结果 ,以 及 b(n) 的 性 质 揭 
示 P_(n) 和 P+(n) 的 均值 性 质 . 

引 理 2.5.1 设 b(n) 表 示 素 数 可 加 补 数 , 则 有 估计 式 


S b(n) < afit. 


nír 





HERA: — p.n XL b(n) Wie CA 


2o e m 


nír 1<i< 
< y (pina — Pi) 
< i+ 
< `> (Pi+1 一 pi) . (2-9) 





由 文献 [15] 可 得 
`> (piii — Pi) < iste, (2-10) 


1<i<n(a) 


所 以 由 (2-9) 及 (2-10) 立 刻 推出 


引 理 2.5.1 得 证 . 
定理 2.5.1 对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


2 
P. (n) 2 4 O (at**), 
> Oe 
其 中 e 为 任意 给 定 的 正 数 . 
WEBB: 对 任意 实数 z > 1, 由 P_(n) 的 定义 我 们 有 


S P(nj= »3 (Di+1 — Di)Di- (2-11) 


n<a 1<i<n(ax) 





Sine) = M XO (nbn) 


nc 1Xi&n(r)picntzpisi 
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= P» ~ pi) Pi+1 

= 2 (Di+1 一 tM (pii — pi)pi. (2-12) 
ixm 


于 是 根据 (2-10) 一 (2-12) 则 有 


S P_(n) = n + b(n)) 一 2. (pit — pi)? 


n<a nm 1<i<r(x) 
m? 
= n+y om- Y (pii = pi)? => +0 (sf). 
n&c ncc 1<i<n(x) 
于 是 完成 了 定理 2.5.1 的 证 明 . 





定理 2.5.2 ”对 任意 实数 z > 1, AMA 


Y P*(n)- i iQ (zs?) 


NIE 





WEBB: ”类 似 于 定理 2.5.1 的 证 明 ， 由 P+ (nm) 的 定义 , (2-12) 及 引 理 2.5.1 可 得 


SP) = 6+ b» (pit1 — Pi)Pi+1 


nsa l1&i€m(mr) 





I 
c 
iis 
3 
4 
= 
E 
I 
ke 
als 
o 
AM 
S 
zl 
p 
<~ 


于 是 完成 了 定理 2.5.2 的 证 明 . 
2.6 kMSmarandache Ceil 函 数 的 对 侦 


定义 2.6.1 IAZA EAn, 著名 的 k 阶 Smarandache Ceibi žk 44 Æ 
如 下 : 





S,(n) = min(z € N |n | zë} (Yn € N*). 


例如 , So(1) = 1, S2(2) = 2, 52(3) = 3, S2(4) = 2, S2(5) = 5, S2(6) = 6, 
S2(7) = 7, S2(8) = 4, S2(9) = 
定义 2.6.2 对 任意 给 定 的 正 整 数 n, 著名 的 k 阶 Smarandache Ceil 4k d$ x18 
定义 如 下 : 
Sx(n) = max{z EN | zë | n). 


因为 
(Va,b € N*)(a,b) — 1, 
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所 以 有 


S,(ab = max(ze N|z"|a) -max(ze N | z^ |b} 
= S(a)-S&(b), 


Sp") = pof , 
m ree ne DIS 因此 ， 由 n = pi pg? - -- p97 为 n 的 素数 分 解 ， 





S. (p$ ai pee) = pF! o pl F] = By Spe). 


所 以 Si(n) 为 一 个 可 乘 函 数 ， HIZA Smarandache Ceil 函数 有 很 大 的 联系 . 这 
E, E eos (Si (n)) Ha 
定理 2.6.1 ita > 0, oa(n) 2 M d^, 则 对 任意 实数 z > 1 及 任意 给 定 的 正 整 


d|n 
Kk > 2, 我 们 有 渐 近 公式 


t Oa (S, (n)) = 


nzz 








Z + C(s) € Riemann zeta-E3k, 6 为 任意 给 定 的 正 数 . 
WEBB: w 
y^ a (5.0) 


ns 


f(s) = 


n=1 


根据 欧 拉 积 公式 及 cu (Sx(m)) 的 可 乘 性 我 们 可 得 


f(s) = I (+. 




















p 
420 (P) "e " aa (p) cal) |... 
pes p2k-1)s pks 
(= or du (GF ne...) 
= |] ES ENS k k 
p p> 1 p? pre p™ 


1 1 I 
= ¢s)]] (+s tastes) 
s—a (ks—a) 3(ks— a) 
p p p p 
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其 中 6C(s) 是 Riemann zeta- 函 数 . 显然 , 有 不 等 式 








— = Oa (Sx(n)) 1 
loa (Se(n)) | < n, D oo SE’ 
其 中 o > 12 issu. 所 以 由 Perron 公 式 我 们 有 
Y Ta (Si(n)) 
nír neg 
- p ques s a^ B(b + 00) 
= Din m f(s + s9)—ds-- O Ga ) 





«o (2-H (2x) nin, PE5)) + O (2570 HCN) nina 7). 





Hop Belange ell = lz — NI. Hx 


. orl 1 atl 1 

















k ln o—1— —— , 
则 
= 1 b+iT " 

Loa G) = f es- a) Tds o (i) 

nz =4 
再 取 a = + h, 将 积分 线 从 s = b iTH i]s = a zc iT KH EM 

poem : 
e - C(s)C(ks 一 a)—ds 


这 时 , 当 a > 天 一 1 时 , 函数 


在 s = 上 处 有 一 个 一 阶 极点 ， EMAA SOE rp) 


b+iT atiT a—iT b—iT x3 
+f +f C(s)C(ks — a)—ds 
Qin i +f a+iT a—iT (X S 


 k( (2H) ayı 
TEN, 


a+iT a—iT b—iT zs rS 
a+l1 
Zi +f +f C(s)c(ks — a) -ds < a. 
VT \ Jb-piT a+iT a—iT 2 
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则 由 以 上 结论 我 们 立刻 可 得 渐 近 公式 








z kC (21) waa at1 
> oa ($x(n)) = a6: ).*P 40 (x s "y 
nsa 
于 是 完成 了 定理 2.6.1 的 第 一 部 分 证 明 . 
#0 € a <k 一 1, 则 函数 








f(s) = ¢(s)¢(ks — a) — 
fis = 1 处 有 一 个 一 阶 极 点 , 且 留 数 为 C(k 一 a)r. 类 似 地 , 我 们 有 渐 近 公 


Do (Be(n)) = € — a)z + O (af**). 


nsa 


于 是 完成 了 定理 2.6.1 的 第 二 部 分 证 明 . 
定理 2.6.2 ikd(n)X Dirichlet 除数 函数 , 则 对 任意 实数 7 > 1 及 任意 给 定 的 正 
整数 k > 2, 我 们 有 渐 近 公式 


> d( (S, (n = (ya + O(a He). 


nsa 











WEBB: 在 定理 2.6.1 中 取 a = 0, 我 们 很 容易 就 可 以 得 出 定理 2.6.2 的 结论 . 
在 定理 2.6.2 中 取 k = 2,3, 可 以 得 出 下 面 的 推论 : 
推论 2.6.1 对 任意 实数 z > 1, MA 


Sa (Sa(n ) = Eso (a ‘ie 


nír 


> 4 (Ba(n)) = 2 0 (a?) 


nír 


Jv d(n)X Dirichlet 除数 函数 














62 











第 三 章 ” 恒 等 与 不 等 式 


在 前 面 两 章 中 我 们 主要 介绍 了 利用 初等 或 解析 的 方法 来 研究 数论 函数 的 均值 问题 ， 但 对 于 
大 多 数 问题 而 言 ， 我 们 不 仅仅 局 限于 只 给 出 数论 函数 的 均值 估计 ， 而 是 期 望 得 到 更 好 更 精确 的 
递 推 关系 或 计算 公式 ， 或 其 它 的 算术 性 质 ， 这 一 章 里 我 们 主要 通过 一 些 数 论 函 数 的 恒 等 或 不 等 
式 关系 来 说 明 研究 这 些 性 质 的 基本 方法 . 


3.1 ”置换 序列 


定义 3.1.1 ”对 任意 正 整 数 n， 置换 序列 {P(n)} 定 义 如 下 : P(1) = 12, 
P(2) = 1342, P(3) = 135642, P(4) = 13578642, P(5) = 13579108642, ... 
P(n) = 135.… (2n — 1)(2n)(2n — 2) ---42, +-+- 

关于 文献 四 的 第 20 个 问题 , F.Smarandache 教授 建议 解决 问题 : 在 置换 序列 中 
是 否 存在 完全 次 震 数 ? 他 所 给 出 的 猜想 是 : 在 置换 序列 中 不 存在 完全 次 蝴 数 ! 对 这 
一 问题 的 研究 是 十 分 有 意义 的 , 它 可 以 帮助 我 们 发 现 置 换 序 列 的 一 些 新 性 质 . 这 一 
小 节 中 , 我 们 将 讨论 置换 序列 {P(n)} 的 性 质 , 并 说 明 当 n < 9 时 F.Smarandache 猜 
想 是 正确 的 . 这 样 就 部 分 的 解决 了 书 [中 的 问题 20, 更 进一步 , 我 们 也 可 易 得 到 关 
于 P(n) 的 一 些 新 的 分 解 性 质 . 

定理 3.1.1 在 置换 序列 中 不 存在 完全 次 需 数 ， 而 且 


1 2 ——. —— 
P(n) = gc (11- 10°" — 13-10" + 2) =11---1 812949. w< 9, 


? 














证 明 : 对 任意 正 整 数 n, 我 们 有 
P(n) = 10?" +3 x 107? 4 (2n — 1) x 10" 
+2n x 1071 + (2n — 2) x 10"7? 4-...-4x 10-2 
= [102^7! +3 x 10?^7? E... + (2n — 1) x 10*] 
[+2n x 107! + (2n — 2) x 10"7? 4- ---+4x 1042] 








= 51 十 92. (3-1) 
现在 我 们 来 分 别 计算 (3-1) 式 中 的 51 及 52. 注意 到 
951 = 106, -— Sı = 10?” +3 x 10 +... de (9 — 1) x 10" 
—10?^-1 — 3 x 10?^-? — ... — (2n — 1) x 10” 
= 10?" 2x 107?"7! E 2 x 10?^7? . ... 2 x 10"*! — (2n — 1) x 10^ 
2n n+1 1077! eed n 
= 10^ 2x10 x —g— -Qn-1x10 
及 
9S2 = 1052 一 9 = 2n x 10” + (2n — 2) x 10"! 44x 10^ 425€ 10 
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—2n x 10"7! — (2n — 2) x 107? —...—4x 10-2 
= Ox 10° =2% 10" '—26 10”7?—...—2x 10-2 
10” 1 
= 2nx10"—2x . 
9 
于 是 
1 2n n n 
Sy = gr x [11 x 10 — 18n x 10" — 11 x 10"] (3-2) 
JF H. i 
$5 = ai X [18n x 10" — 2 x 10” + 2]. (3-3) 


这 样 , 综合 (3-1), (3-2) 及 (3-3) 式 我 们 有 
P(n) = Si1+52= x [11 x 10?” — 18n x 10" — 11 x 10"] 


1 m TL 
Tore [18n x 10" — 2 x 10" + 2] 
1 " : Of 
一 ar edo —13.10* +2) 211...1x122...2, n<9. (3-4) 
由 (3-4) 式 我 们 容易 看 出 当 n > 2 时 , 2|P(n)fRZé4TP(n). WAR > 2, 那 
么 P(n) 必 不 为 完全 次 贤 数 .事实 上 , 如 果 假 定 P(m) 为 为 完全 次 过 数 ， 则 存在 正 整 
数 m > 2 及 k > 24818 P(n) = m*. 由 于 2|P(n), 因此 m 必 为 一 个 偶数 .所 以 可 以 推 
出 41P(n). 这 与 当 n > 24, P(n) FATA. 注意 到 P(1) 不 是 完全 次 暴 数 , 于 是 P(n) 不 
为 完全 次 究 数 对 所 有 1 < n < 9 均 成 立 . 
这 样 就 完成 了 定理 3.1.1 的 证 明 . 


3.2 SmarandacheR XX S Fe 


定义 3.2.1 著名 的 Smarandache 反 关 联 奇 序列 {b%} 定 义 如 下 : 1, 31, 531, 
7531, 97531, 1197531, 131197531, 15131197531, 1715131197531,--- . 

在 文献 [16] 的 问题 3 中 , Mihaly Bencze 教 授 和 Lucian Tutescu 教授 建议 我 们 研 
究 这 个 序列 的 算术 性 质 . 本 节 中 主要 讨论 Smarandache 反 关联 奇 序 列 的 算术 性 质 ， 
并 给 出 儿 个 相关 的 递 推 公式 及 其 通 项 的 精确 表达 式 . 即 就 是 , 我 们 将 证 明 下 面 的 结 
论 : 

定理 3.2.1 iEn > 2 为 任意 的 正 整 数 且 满足 (2n 一 3) 有 k 位 数 , 则 Smarandache 反 
关联 奇 序列 {0%,} 有 递 推 公式 








10—10% 


bn = bi + (2n = 1) x 10 18 Tkx(n—1l) 





? 


其 中 b1 =1. 
HERA: (数学 归纳 法 ) 
(i) #in = 2,3, 显然 定理 3.2.1 成 立 . 
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(i) 假设 当 n = m 时 定理 3.2.1 成 立 . BILL FREAR 











— 10K 
bin — Dm_1 | (2m 1) x 10738? +kx(m-1) 


对 于 Smarandache 反 关 联 奇 序列 {bon} 成 立 . 

对 比 bm 和 bm_1 的 不 同 , AT TRI Albus — 1 IO + ke (m— 1) EC. Hin = m+, 
我 们 从 下 面 两 方面 来 看 : 

a) 车 2m 一 1 仍 有 Kk 位 数 ， WA Mom LRE + k x (m — 1) 十 有 位 数 ， 对 
Eb, Lib IAS TA, 立刻 可 推出 





bmi — bm _ oT +kx(m-1)+k 
2m --1 


Bq, 
10—10* 


bait = bm + (2m + 1) x 10 = Te 


b) 352m 一 1 仍 有 k 十 1 位 数 , WA Mom AHE + k x (m 1) + k + r. 
回忆 (2m 一 3) 有 k 位 数 和 (2m 一 1) 有 十 1 位 数 , 这 只 会 有 如 下 情况 





2m — 3 = 10* — 1,2m — 1 = 10* +1. 
即 m = 29* +1. 所 以 我 们 有 


10 — 10* 10 — 10* 10* 

EE ed k+1) = L———— +kx—+(k+1 
is T kx (m — 1)- (k- 1) 5 +kx 5 +(k+1) 
ig)" 

= xem +(k+1)xm 


对 比 bm+1 和 bm 的 不 同 , 可 推出 


bmi — Pm gig ex (m-1)4 (n1) -10 


+(k+1)xm 
2n+1 l 


Bl 





_apkt1 
CR a, 


综合 (i) 和 (ii) 可 得 对 任意 的 正 整 数 nn 定理 3.2.1 成 立 . 

于 是 完成 了 定理 3.2.1 的 证 明 . 

定理 3.2.2 — ik(2n 一 3) 有 k 位 数 ， 则 Smarandache 反 关 联 奇 序列 {bon} 中 的 
5 b, AA IO +k x (n — 1) dli. 

证 明 利用 定理 3.2.1 的 结论 并 注意 到 5b, 和 bm_1 的 不 同 , 我 们 立刻 可 得 定 
383.2.2 的 结论 . 

引 理 3.2.1 k, m, nA iE EXC EL 35€ m. <n, MA 




















Vd 





(2m — 1) x 10%"-) j 10°" [1 — 10*—m| (2n — 1) x 10%” 


Bam fille UM. Laits Me ii 
ke) 1—10F TAS 0  ^-— qd 
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HERA: ”由 Sk(mn) 定 义 我 们 有 


Shon. = Yl) 


= (2m- 1) x 10* ("79 + (2m + 1) x 10°" 
e n T) 1950-70 


及 


10° S, n) = (2m — 1) x 10" + (2m +1) x 100**0 +... + (2n — 1) x 10%”. 


因此 
(1-10*9,í.,5, = (2m—1)x10*"-D 十 2X[108m + 10860 
+e 108070] — (2n — 1) x 108” 
10*m[1 一 poor] 
一 2 zz 1 k(m—1) 9 IU d ot dh 
(2m — 1) x 10 +2x ane 
一 (2m7 — 1) x 10%”. 
所 以 我 们 有 
s n Cmi) KOM y qo 10) 4, Qn - 1) x10 
k(m,n) — 1— 10" (1 _ 10*)2 T— 10" 





引 理 3.2.1 得 证 . 
定理 3.2.3 RSen) = > (2-1) x 10107 Dn > 2, 则 有 通 项 公式 


i—m 


—(k—1) 


bn =1+ S1(2,6) T 107 x S»(7,51) 十 107s x 53(52,501) Sehr sts 1075: v9 x Sk(m,n)- 





证 明 : ”由 定理 3.2.1, Zi (2n — 3) 有 大 位 数 , (2n — 3) 为 有 K 位 奇数 的 最 小 正 整 
数 (这 里 当 = 1 时 m = 2, 当 > 1 时 m = 地 二 十 2), 则 根据 引 理 3.2.1 有 





















































b, = 14(2x2-1)x 102: +1x (2 
(2 x 3— 1) x 10:2 1x 8-1) 
+(2x 4-1) x 102239 1x (4-1) + (2x5—1)x 10222" +1x(5—1) 
+(2 x 6—1) x 102289 1x (6-1) +(2x7—1)x 102322 +2x (7-1) 
4 (2 x 8— 1) x 10/5: 2x 8-1) 
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10—102 


Jew (2451 = 1) x10 3 1201-0 


10—108 , 


+(2 x 52— yee 和 二 3X(52 一 1) 














+(2 x 53—1)x 10127 +3x (53-1) 





(2x m — 1) x 10275 x (m-1) 








10— 


k ask 
(2x n—1)x 10 m HX) 14-19 98 x $1(2,6) 








eto? 10—108 
十 10 718 7 x S27,51) +1078" X S3(52,501) 


10—10k 


+.--+10° 38 x Sk(myn) 





10—101 


10—102 10—103 
+1+ 10778 x S1(2,6) +1077: x S2(7,51) +1077 x 53(52,501) 








agak 
+10 x Sk(m,n) 
= 1+ Sige) +1077 x S207,51) +107 x S3(52,501) 


=(k=1) 


HE Ber oss 





这 样 就 完成 了 定理 3.2.3 的 证 明 . 
引 理 3.2.2 ASh m) = X P x 10- 忆 , 则 对 任意 正 整数 ,m,n 我 们 有 


i—m 


m? x10 "* (2m +1) x 1074x 0m+1) 


B TIN USt S Ls iss e MA 
BURMA 1-107 1 (1— 107%)? 
107 5-2) [1 _ totam] 
+2x 一 一 
(1— 10-53 
(2n — 1) x 19 «00 on? eC 
i (1— 10-5)? ^ — 1- 10-* 


证 明 : E Shin n XE SCALE 


Som nm) 
= m? x 10-5xm 3 (m ES ij x 10-75x m1) à (m af. 2)? x 107X (m2) 


bass [m | (n m)’ x 197 Fem Q-m)] 





10 ^ Sima.) 一 m2 x 10-75x (m1) 十 (m + i x 107 5xGn-2) 


be [m | (n m)P x 107 Alm (n—m) +1) 





此 
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= m? x10 79". (2m + 1) x 10-090 4. (2m 4-3) x 10^ (m9) 
bes. + (2[m + (n — m)] — 1) x 107 (Qm) 


-|m + (n — m)]2 xdg teet mel 


所 以 我 们 有 





2i — 1) x 1079 
" m? niim a | n? 9-599 
km) = 10-8 1—10-* 1—10-* 
.. ee. (2m+1)x10 reor 
~ I= (1 — 10-5)? 
1g- 9e Ug Sem 
(1— 10-*)3 
(Bn—1)x10- 5*5 on? x 107401) 
(1— 10-5)? |^ —— 1-105 ^ 





+2 x 





引 理 3.2.2 得 证 . 
引 理 3.2.3 HSn m) = M ix 107M, 则 对 任意 正 整数 F, m,n 我 们 有 


i—m 


m? x 10-^m 1 5er = jc ove my) 
1— 10-* 


j u n x 10-2) 
k(m,n) 7 








(1 — 10-*)? ~~ = Toy ` 
HERR: 由 SW, 的 定义 我 们 有 
Skemn) = mx 1075" + (m 4 1) x 107507) 

her [m | (n m)] x 197 klm+ Q—m)] 

及 

10-* Shimmy = m X10 P7 + (m E 1) x 10750972) 

FH [m+ (n — m)] x 10- 8l Q-m)1) 

内 此 


m x 10-^m + 10-751) Eee: 107 Almo Q—m)] 
—[m + (n — m)] x 10 "lm (my, 


所 以 我 们 有 


Gy .mxio e 10TH D A 10750779] mx 10TH 
k(m,n) — 1— 10-* (1 — 10-5)2 ü 一 10-5) 
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引 理 3.2.3 得 证 . 
定理 3.2.4 令 Ss0 表 示 Smarandache 反 关 联 奇 序列 {bu} 中 的 前 50 项 之 和 , 则 有 





证 阴 : 


S50 
































11 x 45 x 10° — 201 x 50 , 


—81 x 108 + 970 








9 92 
—4 x 106 4-4 x 100 99x 1095 — 13 x 44 x 107 
98 99 
95 x 10% +73 x 10? | —4 x 10% +4 x 1077 
99? 993 
利用 定理 3.2.1 可 得 
= by ba +b3 +--+ + bag + bso 
= 50449 x (2x 2— 1) x 10 5:8 1x71) 
448 x (2x 3 — 1) x 10 5:82 1x G-1) 
447 x (2x 4— 1) x 10 9:89 1x 471) 
+46 x (2x 5—1) x 10738 29" (1x (5-1) 
+45 x 2x6—1)x 105 T1x(6-1) 
+44 x (2x 7—1)x i 2 pax (7-1) 
+43 x (2x 8-1) O° 42x (8-1) 
10-10? +2x (48-1) 


+-+-+3x (2x 48—1)x10°T 





























45 x 10? 
444 x 1023222 4-2x50—2x44 

















—102 
Ts — +2x (49-1) 
































+2 x (2 x 49-1) 
+1 x (2x 50— 1) 3:35 4-2 (50-1) 
50 x ^ x(51—50)— 1] x 10 2529 +1x (50-50) 
+49 x [2 x (51 — 49) — 1] x 10733 10! (1x (50—49) 
+48 x (51— 48) — 1] x 1023227 +1x (50—48) 
+47 x [2 x (50 — 47) — 1] x 10/3189 11x (50-47) 
45 x [2 x (51 — 45) — 1] x 10 3132 1x 61-45) 
+44 x [2 x (50— 44) — 1] x 102: +2x (50—44) 
2x [2 x (51 — 2) — 1] x 10° 10? 12x (50—2) 
+1 x [2 x (51 — n =| x NS A 
101 x [50 x 107 -+1x50—1x50 十 49 x 10” ol L1x50—1x49 


ol |1x50—1x45 
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10 10 





+2x50—2x2 





2x10 


i 1073: — 19? (2x 50— 2x1] 





—2x 502 x 10738 107 +1x50—1x50 


ioio] 





+492 x 10 +1x50—1x49 


1 
452 x [QTE +1x50-1x45 














10r 40? ES — 
+442 x 10 2x50—2x44 








D = 
2x 10 二 2x50 一 2x2 





10— = 








EE 2x 10 十 2X50 一 Vx 





= 101x a x 19 8:8 +1 x 50-1 xi 


1=45 
44 


+101 x 》 ix 10 2:8 +2x50-2xi 
i=l 


50 
—9 x 5 Ku x 10 738 19! | 1x50—1xi 
i=45 


44 
E x Y Kk: x1 0 1 +2x50—2xi 
i—1l 











50 44 
= 101x 1099 x D ix 1075 + 101 x 1099 x 5i x 10-799 
i=45 i=l 
50 44 
—2 x 10°° x 2 i? x 1075 — 2 x 10% x 2 de x 107?*5. 
1—45 二 


所 以 ， 利 用 引 理 3.2.2 和 引 理 3.2.3 立 刻 可 以 推出 


11 x 45 x 10° — 201 x 50 , —81x 10° + 970 











S50 = 9 92 
—4 x 106 +4x 100 99x 109? — 13 x 44 x 107 
T— p ° .. o9 . 
95 x 109° + 73 x 109 —4 x 1095 +4 x 10! 
f. Bg $7 — 3^ 


于 是 完成 了 定理 3.2.4 的 证 明 . 
3.3 Smarandache LCM 比例 序列 








A (21,22, ..., 21) 和 [zl x2,…, zt 分别 表 示 任 意 正 整 数 z1,x2,.…, zit 的 最 大 公 因 


数 和 最 小 公 倍 数 . 
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定义 3.3.1  ikr > 1 为 一 个 正 整 数 , 对 任意 的 正 整 数 n, > 


[n, n 4- 1, ...,n +r — 1] 


T(r,n) = (1, 2, ...] i 


则 将 序列 SLR(7) = {T(r,n)}o 4r Smarandache LCM 比例 序列 . 

在 文献 [17] 中 , 乐 成 华 研究 了 SLR(7) 的 性 质 , 并 给 出 了 SLR(3) 和 SLR.(4) 的 两 个 
HAAR. 本 节 讨 论 了 SLR(5) 的 计算 问题 , 首先 有 : 

引 理 3.3.1 ”对 任意 的 正 整 数 a 和 Db， 我 们 有 (a, b)[a, b] = ab. 

证 明 : (Z cR]. 

引 理 3.3.2 ”对 任意 的 正 整 数 s 满 足 s c t, 我 们 有 








Urs aon We) = Cou 2s); (Zapi; aig de)) 



































及 
Vi dias sud] = [gusta] e Deos] 
HERA: ” (参阅 文献 [4). 
引 理 3.3.3 ”对 任意 的 正 整 数 n, 我 们 有 
1 - 
o J z;in(n-*1)(n-2)n-3) 3w&nz1,2 mod3; 
Tif | an(n+1)(n+2)(n+3), Je n=0 mod 3. 
WEBB: (参阅 文献 [17]). 
定理 3.3.1 对 任意 的 正 整 数 n, 我们 有 计算 公式 : 
xàggn(n + 1)(n - 2)(n 4-3)(n-- 4), 如果 n=0, 8 mod 12; 
an(n + 1)(n 4- 2)(n--3)(n- 4), 如 果 n=1,7 mod 12; 
T(5,n) = agn(n+1)(n+2)(n+3)(n+4), 如 果 n=2,6 mod 12; 
sggn(n + 1)(n+2)(n+3)(n+4), 如 果 n=3, 5, 9, 11 mod 12; 
ggg (n + 1)(n+2)(n+3)(n+4), 如 果 n=4 mod 12; 
zign(n + 1)(n+2)(n+3)(n+4), A n=10 mod 12. 

















证 明 :对 任意 的 正 整 数 ", 由 任意 正 整数 的 最 小 公 倍数 性 质 可 得 


[(n,n -- 1,5 -F2,n -3,n - 4] = [Im n 1,n 2, n - 3], n+ 4] 
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注意 到 [1, 2, 3, 4, 5] = 60, [1, 2,3, 4| = 12 和 


4, 如 果 n=0,4 mod 12; 

1, mR n=1, 3, 5, 7,9 mod 12; 
6, WẸ n=2 mod 12; 

2, me n=6, 10 mod 12; 

12, WR n=8 mod 12; 

3, 如 果 n=11 mod 12, 


(In,n+1,n+2,n+4+ 3],n+4) = 


再 结合 引 理 3.3.3 容 易 推 出 定理 3.3.1 的 结论 . 
于 是 就 完成 了 定理 3.3.1 的 证 明 . 


3.4 ”因子 乘积 与 真 因子 乘积 序列 
设 n 为 正 整 数 , pa(n) 表 示 n 的 所 有 正 因子 乘积 , 即 就 是 , pa(n) = TI. 例如， 
d|n 


pa(1) = 1, pa(2) = 2, pa(3) = 3, pa(4) = 8, pa(5) = 5, pa(6) = 36, ---, pa(p) = p, 
… .qa(n) 表 示 n 的 所 有 正 真 因 子 乘积 Waan) = J[ d. fd, qa(1) = 1, 


d|n,d«n 
qa(2) = 1, pa(3) = 1, pa(4) = 2, pa(5) = 1, pa(6) = 6, ---. 在 文献 [1] 的 第 25 个 
与 26 个 问题 中 , F.Smarandach 教授 建议 我 们 研究 序列 {pa(n)} 与 {9a(n)} 的 性 质 . 本 
小 节 中 , 将 利用 初等 方法 研究 序列 {pa(n)} 与 {9a(n)} 的 性 质 ， 并 证 明了 Makowski 
与 Schinzel 猜想 在 序列 {pa(n)} 与 {9a(n)} 中 成 立 . 

引 理 3.4.1 设 对 任意 正 整 数 n 我 们 有 恒定 式 














d(n) " d(n) 
一 一 Az 


pa(n) ^ n 并 且 qumni P, 


其 中 d(n) 2 35 1 是 除数 函数 . 


d|n 
WEBB: 由 pa(n) 的 定义 可 知 
pan) = [4 7 [T5 
d|n d|n 
因此 
pa(n) = [[n 2 n. (3-5) 
d|n 
根据 (3-5) 式 可 以 立刻 得 到 | 
pa(n) =n 2 
及 
Id 
qa(n) = II d= alk = no 1 
d|n,d«n " 
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引 理 3.4.1 得 证 . 

引 理 3.4.2 4E E E Sn, Sn = php? ope Edo, > 2(i = 
12, j 84, Hag = 1,2,--- st) 是 互 不 相同 的 素数 且 p1 < p2 L Ws i Ds; 则 有 
估计 





WEBB: 根据 Euler 函 数 的 性 质 , 我 们 有 
b(n) = e )o(py)---ó(p;7) 








= pp pg. pp! (py — 1)(p2 — 1) -++ (ps — 1). (3-6) 
设 (p1 — 1)(pa — 1) (ps — 1) = pP p? -pqa qc, 并 HB; > 0(i = 
业 , 5), Tj = 1(j = 1 ee then E q FAS AA IA) A RB. 于 是 ， 
由 (3-6) 式 可 以 推出 
a(n) = o(p t pt og Pe lg gy is qne) 


Qi 十 Di _ t qu EE 














IV 
3 
= 
= 
| 
um 
Uo 


IV 
3 
= 
iP E m o is 
| 
|= SP 





IV 
3 
Mem 


引 理 3.4.2 得 证 . 
定理 3.4.1 对 任意 正 整数 n 有 不 定式 





e(é(pa(n))) = span), 
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JF o(k) X Euler BK, c(k ) 是 除数 和 函数 
13.4.1 我 们 将 分 n 为 素数 与 合 数 两 种 情况 进行 讨论 








证 明 : ”对 于 定理 
当 n 为 素数 时 , 则 d(n) = 2. 这 时 由 引 理 3.4.1 可 得 
pa(n) = noe =n. 
所 以 , 由 此 及 9(n) =n 一 1 立刻 可 以 得 到 
1 
e(é(pa(n))) = e(n - 1) ae >n-12 5 = mn) 


当 n 为 合 数 时 , Wiid(n) > 3. 如 果 d(n) = 3, 那么 n = p?(p ABM). 于 是 


d(n) 
pa(n) =n 9^ =p) = pè, (3-7) 








利用 引 理 3.4.2 及 (3-7) 式 , 可 以 推出 不 等 对 
(Gpa(n) = op) > ar?» Spa(n). 


如 果 d(n) = 4, 设 pa(n) =n = = prp? c poe HA Epi < pa <… < ps, 那么 我 
们 有 a > 2(i = 1,2,… ,s). 又 根据 引 理 3.4.2 可 得 不 等 式 








cglpa(m) > ipa(n) > Span). 





这 样 我 们 就 完成 了 定理 3.4.1 的 证 明 . 
定理 3.4.2 IHE EAn, WA 


o(olaa(n))) > sad). 


证 明 : ”这 里 我 们 仍 将 分 两 步 分 来 讨论 . 当 n 为 素数 时 有 


qa(n) =n 


d(n) 
7 12]. 


由 此 可 以 推出 
e(ó(qa(n))) 212 3q4(n). 


当 n 为 合 数 时 , Wal) > 3. 所 以 我 们 将 讨论 以 下 四 种 情况 : 
(a) | ?4d(n) = 3 时 , 所 以 n = pP (PARZ. 于 是 





MM 


dc) n)— 
qa(n) =n pir-2 =p 





利用 上 式 及 定理 3.4.1 的 证 明 , 可 以 得 到 
cbloa(m)) = saut) 
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(b)  *4d(n) = 4 时 , 由 引 理 3.4.1 可 知 
qa(n) = n aT (3-8) 


Jf Hn = 人 或 者 n = pipe (p, pi1 及 p2 均 为 素数 日 pi < po). 如 果 n = p?, (3-8) 5| 
里 3.4.2 我 们 有 











Vd 








o(d(qa(n))) = aleln)) = o(¢(p*)) 
1 1 
> 5p = 3 da(n). (3-9) 
如 果 n = pipa H2 = pi < po, Wp 一 1 是 一 个 偶数 . Bp. 一 1 = p phan - --qr* JE B. 
满足 qi < qo «ex qt 是 互 不 相同 的 素数 ， Tj 2 1(j = 1,2,- is zt £1 = L b2 > 0. 
根据 引 理 3.4.2 的 证 明 及 (3-8) 式 , 可 以 推出 


c(é(qa(m)) = oe(é(m) 








IV 
3 


IV 

3 
QT AES Le 
| 

el = 
psa 

— 

| 

clr 
N_ 


1 
= jun). (3-10) 
如 果 n = pipo H2 < pi < pa, 则 pi — 15pa 一 1 都 是 偶数 . 设 (p1 — 1)(p2 — 1) 
p?pPqn...q"Jt Hil qi < qo «e < 4% 是 互 不 相同 的 素数 ,mr > (j = 


c(é(qa(m)) = oe(é(n)) 





= 


= 


IV 
3 
IL N 
Lom qnum PN 
| 
Sle : "3 
~ N—_ 
SS 
一 
十 
| 一 
N_” 
P mias 
= 
+ 
o| = 
b 


IV 
3 
z 
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> n— 
2 54a(n). VM 


综合 (3-9) 一 (3-11) 式 , 可 以 推出 








e (eaa) > 3aa(n) 如 果 d(n) =4 
(c) 当 d(n) = 5 时 , Wn = p^( p 为 素数 ). 利用 引 理 3.4.1 及 引 理 3.4.2 很 容易 
iis 6 1 
o($(aa(n))) = e(6(9)) > —r = ;a«(n). 


(d) ?4d(n) > 6 时 , 则 由 引 理 3.4.1 及 引 理 3.4.2 有 








(Gaa(n))) > zau(n). 


这 样 就 完成 了 定理 3.4.2 的 证 明 . 
3.5 Smarandache 第 57 个 问题 





对 任意 正 整 数 n%， 设 1 为 正 整 数 旦 满足 集合 {12…… ,71} 可 被 分 拆 为 n 类 
且 每 一 类 中 均 不 含有 元 素 r，yV，2z 使 得 zy = z 成立, 设 ro 为 正 整数 旦 满足 R 
合 {1,2,… ,72} 被 分 拆 为 n 类 量 每 一 类 中 均 不 含有 元 素 x, y, z 使 得 z + y = z 成 立 . 
在 文献 [1] 中 ，Schur 建 议 我 们 去 寻找 最 大 的 ri 及 r2， 对 这 些 问 题 的 研究 是 有 趣 的 ， 
它 可 以 帮助 我 们 来 研究 一 些 重要 的 分 拆 问题 . 本 小 节 中 , 我 们 利用 初等 方法 研究 
了 Schur 所 建议 的 问题 并 给 出 ri 及 7 两 个 精确 的 下 界 . 

定理 3.5.1 对 充分 大 的 整数 n, 设 71 为 正 整 数 且 满足 : 集合 {1,2,:… ,71} 可 被 
分 拆 为 n 类 且 每 一 类 中 均 不 含有 元 素 X, y, Mery = z 成 立 ， 则 对 任意 给 定 的 正 
Ke, RANA 





n n20-90-1) 





证 明 : 设 = [n20-9m-D)] 且 按 如 下 方法 将 集合 {1,2,…, [n20-9m-D]} 分 
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拆 为 n 类 

第 1 类 : 1, [n001] , [n(1- 519 ES 1] i [n20-9(-)] 
M (nà79 0-071) 

第 2 类 : 2, n+, n 4- 2, | |^ 

A n- e)(n—1)_ 1) n7) m1) (nf &€)(n—1) . 1) 

第 3 类 : 3, [eed Crane $3 +1, | beds | n(n-1)-4 |. 
: n e)(n—1)_ 1) (n801) n7 e)(n—1)_ 1) 

第 k 类 : k, 一 一 一 (n—1)- — +1, | n(n—1)--k | +2, s+, -一 -一 “n(n—1)-:(K+1)~ | : 

(Gen n-90-10.. 
第 n 类 : n, 一 +L a $2, <2, [nü790-0 1]. 


Hh Ly) ay EBB > 
显然 , 第 k 类 中 不 包含 整数 z, y, > 使 得 zy = z 成 并 (k = 1,3,4,---,n). FEE, 
对 任意 整数 z,y,z € 第 k 28, k= 3,4,… n, 我 们 有 


€: (a= E409 — 1) i (n 8-98 — 1) 
nee n(n—1)---k ca k n(n — 1) --- (k +1) 
nO 790-1). 4 


另 一 方面 , 当 n — oo 时 ，| ET ea rs wb T ttt, 
第 2 类 中 只 含有 整数 2. 

这 样 就 完成 了 定理 3.5.1 的 证 明 . 

利用 不 同 的 分 拆 方法 我 们 可 以 将 定理 3.5.1 的 结果 改进 如 下 : 

定理 3.5.2 ”对 充分 大 的 整数 n, hr IL IEEE ER: 集合 {1,2,.… ,71} 可 
RYAN 类 且 每 一 类 中 均 不 含有 元 素 r，y，z 使 得 YY = oh. MAERSK 
数 m 且 m <n 十 1 我 们 有 估计 




















ri > n™tt, 


证 明 : wri ==n™+1 日 按 如 下 方法 将 集合 {1, 2,… ,71}) 分 拆 为 n 类 : 


第 1 类 : 1; n- 1, n 4 2, ZEN n". 
第 2 类 : 2; n™ +1, n" + 2, IS 2n". 
第 3 类 : 3, 2n?" +1, 2n?" + 2, ey an”. 
第 k 类 : k, (k — 1)n"* 4 1, (k —1)n™ + 2, eg kn”. 
Bn 类 : Ti; (n — 1)n™ +1, (n — 1)n"* 4- 2, ees anml. 
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显然 , 第 类 中 不 包含 整数 z, y, z 使 得 zY = z 成 立 ( = 2,3,4,… n). 事实 上 , 对 任 
BEM, Y, z € 第 k 类 ， k= 2,3,4, tam 我 们 有 


LY > ((k — I)n" -- 1)" > k(k — 1)5 1 n" (7D > kn” > z, 


或 


TY > kD s kn™ >z. 
另 一 方面 , “n > m 一 1 时 , RATA (n 4- 2) 0*9 > n™R(n+ DY) > n". 于是， 
当 n > m 一 1 时 第 1 类 中 也 不 包含 整数 z, y, z 使 得 xY = z 成 立 . 
这 样 就 完成 了 定理 3.5.2 的 证 明 . 
定理 3.5.3 ”对 充分 大 的 整数 n, 设 r? 为 正 整 数 且 满足 : 集合 {1,2,…… ,72} 被 分 
拆 为 n 类 且 每 一 类 中 均 不 含有 元 素 z, y, Hee ty = zz 成 立 . 则 我 们 有 估计 





T2 > get 


HERA: Berg = 2”+1 日 按 如 下 方法 将 集合 {1, 2,--- ,72} 分 拆 为 n 类 : 























第 1 类 : 1, 2, 2 
i=0 
第 2 类 : 241, 22 S Gp Ego» quee 
第 3 类 : 22 十 2 十 1， 2 Pl eri 23 99 4.9. 
第 4 类 : 294274241, 2 OA tee Pa 
k 
第 有 类; QP OP es 341. 385. OF aT ux. 3:2 
i=1 
Pn olp pea, OF, OP ad, 9x. 3c 
{=l 


显然 , 第 E 类 中 不 包含 整数 z, y, > 使 得 z 十 y = z 成 立 (k = 3,4 ,n). 事实 上 , SHE 
EET, y,z € Bk Ñ, k — 3,4,--- ,n, 我 们 有 





(21g? asc pad) 2 ea qu 5i uq 2 








另 一 方面 , “an > 3 时 , (2? +1) + (22-2) < 2711 41-2 < 27 -2"71 x... 241. 
TÆ, “n > 3 时 第 1 类 和 第 2 类 中 也 不 包含 整数 z, y, z 使 得 z + y = > 成立. 
这 样 我 们 就 完成 了 定理 3.5.3 的 证 明 . 


3.6 Smarandache ZB [E fs 
对 任意 正 整数 mn, Smarandache 数 S(n) 定 义 如 下 : 





S(n) = min(m : n | m!). 
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Bin = p? p£? «pe 为 m 的 标准 因子 分 解 式 , 则 由 5S(n) 定 义 及 其 性 质 容易 推出 


S(n) — max {5(p; 90 
关于 这 个 函数 及 其 它 Smarandache 类 型 的 函数 的 性 质 可 参阅 文献 [18] 一 [21]. 
令 p(n) 表 示 n 的 最 大 素 因 子 , 显然 有 5S(n) > p(n). 事实 上 对 几乎 所 有 的 n 有 S(n) = 
p(n)， 在 文献 [22] 中 Brd6s 给 出 了 这 个 结论 . 这 表明 用 N(x) 表 示 满 足 S(n) z 
pinjin € z 的 个 数 , 那么 N(z) 为 o(z). 除了 mn = 4,n = phh, 很 容易 得 出 S(p) = p 
and S(n) < n. 所 以 S(n) 和 r(x) 联系 相当 紧密 ,， 即 





[z] 


ra =145 P], 


其 中 x(zx) 表 示 不 超过 zx 的 素数 的 个 数 ，[z] 表 示 小 于 等 于 xz 的 最 大 正 整 数 . 对 任意 两 个 
正 整 数 m 和 mn, 你 能 判别 S(mn) = S(m) 十 S(n) 的 正确 与 否 吗 ?这 个 问题 比较 难 回 
答 . 对 某 些 m 利 m 这 个 等 式 是 正确 的 , 但 对 某 些 m 利 n 该 等 式 就 是 错误 的 . 

关于 这 个 问题 , 在 文献 [23] 中 J.Sandor 证 明了 一 个 非常 重要 的 结论 . 即 对 任意 的 
正 整 数 %n 和 任意 的 正 整 数 mi , ma, ,mx 有 不 等 式 











本 小 节 进 一 步 讨 论 了 Smarandache 函数 类 似 于 文献 [23] 的 性 质 ， 得 到 以 下 两 


个 结论 : 


定理 3.6.1 “对 任意 的 整数 F > 2 和 任意 的 正 整数 ml,m2,…… ,mj 有 不 等 式 


证 明 : 首先 我 们 证 明定 理 3.6.1 的 一 个 特殊 情形 . 即 对 任意 两 个 正 整数 m 利 n 有 





S(m)S(n) > S(mn). 


如 果 m = 1 ( 或 = 1), PWA ERA S(m)S(n) > S(mn). 现在 假定 m > 2 Hn > 2 使 


S(n) > 2, mn > m+n fllS(m)S(n) > S(m) + S(n) Mar. 注意 
到 m|S(m)l, nlS(m)!, 从 而 可 得 


mn|S(m)!S(n)!((S'(m) + S(n))!. 
XALAS(m)S(n) > S(m) + S(n), 所 以 有 
(S(m) + S(n))!(S(m)S(n))* 
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S(mn) € S(m)S(n). 
根据 上 式 及 数学 归纳 法 可 的 定理 3.6.1 的 结论 . 





定理 3.6.2 ”对 任意 的 整数 k > 2 可 以 找到 无 限 组 数 m1,m2,:…. ,mj 使 得 


WEBB: ”对 任意 的 整数 n 利 素数 p, Lp nt, 那么 可 得 








设 ni; 是 使 得 i 7. jin; A n; ESOS 其 中 1 < dj x k, k 2 是 任意 正 整 数 .因为 





p—1 


r=1 





为 了 计算 方便 , 可 令 w = £l. 于 是 有 


p—1 


一 般 来 说 , 同样 可 得 以 下 结论 











k 
p^ 
»» 2. u m p 1 E Sa 
T m ES ue 
rai | P cta s: i=1 
所 以 ， 
S (perute tu) = p. 


联合 式 (3-12) 和 (3-13) 立 刻 可 得 


令 mi = p", 注意 到 有 无 限 个 素数 p 和 mi 很 容易 得 出 定理 3.6.2 的 结论 





于 是 完成 了 定理 3.6.2 的 证 明 . 
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DE tt ! 


(3-12) 


(3-13) 


第 四 章 无 穷 级 数 及 其 性 质 


第 四 章 ”无穷 级 数 及 其 性 质 


1737 年 ，Euler 证 明 : 由 
cs) = 二 对 实数 s> 1 


给 定 的 zeta 通 数 C(s) 一 oo ( 当 s 一 1 时 )， 并 利用 上 述 结论 推出 对 所 有 素数 展开 的 级 数 ) p UA 
散 的 方法 证 明了 无 穷 多 个 素数 存在 性 的 Euler 定理 . 1837 年 ， 由 于 研究 级 数 


_ x(n) 
2 


其 中 X 是 一 个 Dirichlet 特征 并 且 s > 1, Dirichlet 证 明了 他 的 关于 算术 级 数 里 素数 的 著名 定理 . 
上 述 级 数 称 为 具有 系数 Fnm) 的 Dirichlet 级 数 ， 其 中 f(n) 是 一 个 数论 垣 数 ， 它 们 成 为 解析 数论 里 
很 有 用 的 工具 之 一 . 因此 对 于 无 穷 级 数 及 Dirichlet 级 数 性 质 的 研究 很 有 意义 . 这 一 章 中 我 们 主要 
介绍 一 些 简单 的 无 穷 级 数 的 收敛 性 质 ， 通 过 这 些 问题 的 讨论 使 大 家 了 解 研究 无 穷 级 数 性 质 的 一 
般 方法 . 


4.1 ATK 次 补 数 的 几 个 恒等式 


在 定义 2.1.1 中 我 们 已 经 给 出 了 % 次 补 数 的 定义 ， 我 们 分 别称 bs(n)，b3(n)， 
ba(n) 为 平方 补 数 , 立方 补 数 和 四 次 补 数 .这 一 小 节 中 我 们 主要 是 利用 解析 方法 
计算 级 数 








Too 


1 
> (nbi (n))' 


n=1 
其 中 b(n) 是 任意 正 整 数 n 的 k 次 补 数 ,s 是 满足 Re(s) > 1 的 复数 , 并 得 到 了 : 
定理 4.1.1 对 任意 复数 s 且 满足 Re(s) > 1, 我 们 有 恒等式 


» 1 _ Qs) 
24 QUY ^ ds) 
JP C(s)€ Riemann zeta-s& 3k . 
证 明 : 对 任意 正 整数 mw， iun = Pm, Hem eI PTA Bl tm Ha? tm). 
由 b2(n) 的 定义 可 得 


十 co 十 co 十 co 
|u(m 
> (nban)? —— = 2 (I? m - m) X x x 








E 1 \  ¢?(2s) 
i SEE ( 2 — (4s) 
其 中 以 (四 表示 M6 bius 函数 . 
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于 是 完成 了 定型 
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定理 4.1.2 ”对 任意 复数 s 且 满足 Re(s) > 1, 则 有 恒等式 


84.1.1 的 证 明 . 


十 co 





1 Qa) 
eona a Ll (: » 


n=1 p 


其 中 ] [表示 对 所 有 的 素数 因子 求 积 . 


p 
证 明 : ”对 任意 正 整 数 n, 我 们 可 以 将 它 写 为 mn = lmr, XH 


数 . 根据 b3(n) 的 定义 , 我 们 有 


十 co 


1 
2 GG? 




















于 是 完成 了 定理 4.1.2 的 证 明 . 





定理 4.1.3 ”对 任意 复数 s 且 满足 Re(s) > 1, RNA 


十 co 


¿=l 











hrm 是 无 平方 因子 








证 阴 : ”对 任意 正 整 数 n, 令 n = Itm?r?t, (m,r) = 1, (mrt) = 1 有 Hmrt 是 
无 平方 因子 数 . 由 b4(n) 的 定义 , 可 以 得 到 


十 oo 


n=1 
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2. (nba (n))" 


E > p(m)]| Ler) | lut) 


[*m?r^t - mr?t3)s 


























l=1 m=1 7=1 t=1 
(m,r)=1 
(mr,t)=1 
Too + + 
E c4s) V- y Inl lu lu(m)| |u(r) Ls. ut) 
= septs 145 
m=1 r=1 t=1 
(m,r)=1 (mr,t)=1 
十 co 十 co 
- m)| |u(r) lem) el TT 1 
B OU 1 
m-lr p|mr Er +) 
(m, = 
-Foo +00 
lem) lel) 1 1 
m ^ qnásp4s — pas tyi 1 H 1 
je pim (1+ gir) sr (1+3) 
ee dien 
Too 
Ç? (4s) BD la(m)| II 1 II ( 1 ) 
4 A 
coy v clum 























于 是 完成 了 定理 4.1.3 的 证 明 . 
在 以 上 定理 中 分 别 取 s — 1,2, 并 注意 到 
































T? rt 78 TË 
6917!? 3617416 
C(12) = 538512875’ C(16) = 355641566250" 
我 们 即刻 可 得 到 以 下 两 个 推论 
推论 4.1.1 
1 5 
2, na(n) 2 
G1 QC) 
2-0) O II E + + i) | 
c d 7 1 
2 sa -al (zu) ( "3 =) 
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推论 4.1.2 
e j 7 


non) © 





Z 1 75 ( 2 ) 
= (nas(n))? 691 : D6 十 1/ 


十 co 


SS o1 2% (14 1 ) (04 1 ) 
2 79234 ps +1 B2)’ 


n=1 


4.2 包含 Euler 函 数 的 方程 


对 任意 正 整 数 n > 1, Euler 函 数 %(m) 表 示 所 有 不 超过 m 且 与 " 互 素 的 正 整数 的 个 
数 . 类 似 的 , 我 们 也 定义 函数 J(n) 为 模 n 所 有 原 Dirichlet 特 入 的 个 数 . 设 4 表示 所 有 
满足 方程 2(n) = nJ(n) 的 正 整 数 n 的 集合 . A, 我 们 利用 初等 方法 研究 一 个 包 
含 方程 ?2(n) = nJ(n) 的 解 的 新 Dirichlet 级 数 的 同 余 性 质 , 并 给 出 一 个 有 趣 的 恒 等 
x. 即 就 是 , 我 们 证 明了 以 下 结论 : 

定理 4.2.1 ”对 任意 实数 s > 3, 我 们 有 恒等式 


COED 
2, ns (6(6s) ^" 
ncA 











Jv G(s) € Riemann zeta- BAK. 

WEBB: 首先 , EXER (n) GI (nj) WT e t, 并 且 对 所 有 正 整数 ac > 1 及 
素数 p, Mn = p* 时 , J(p) = p - 2, 6(p) 2 p — 1, J(p?) = 5^ ?(p- 1? (p?) = 
ptp- 1). 于 是 , 我 们 将 分 三 种 情况 来 讨论 方程 归 (n) = nJ(n) 解 的 问题 . 

(a) EA, n = ÆN fig? (n) = nJ(n) 的 一 个 解 . 

(b) 如果 n »1,4n-p pj) ---p?* 为 n 的 标准 因子 分 解 式 量 满足 a; > 2(i = 
1, 2, ee Kk), 那么 我 们 有 








J(n) = p ? (pi — 1)? ++ pg* "(py — 1)? 


g? (n) = (pt?! (px — 1)p3 (pa — 1): pe^ (px — 2). 
在 这 种 情况 下 , n 仍 然 是 方程 2(n) = nJ(n) 的 解 . 

(c) 如果 n = Pipa peppy pR, TF AW Ap. < po <… < pra; > 1, 
j=r+1,r+2, =, k, 则 根据 情况 (b) 以 及 9(n) 与 7(n) 的 定义 可 以 得 到 8? (n) = 
nJ (n)?5 HAH 

d^ (pipa: py) = pipa PrI (pipz: Pr) 
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或 者 
(pi — 1)? (pa — 1)? +++ (pp — 1? = pipe +++ pr(pı — 2)(p2 — 2): (pr — 2). 


显然 , p; 不 能 整除 (pi — 1)?(p2 — 1)? (pr — 1. 于 是 在 这 种 情况 下 方程 02(n) = 
综合 以 上 三 种 情形 我 们 立刻 可 以 得 到 方程 2(n) = nJ(n) 的 所 有 解 的 集合 

是 1 与 n = pip? --- p?*( ai > 1). 即 就 是 , 集合 4 是 由 所 有 完全 平方 数 与 1 组 成 . 
现在 我 们 如 下 定义 算术 函数 a(n): 


TE 1, MR ncA, 





对 任意 实数 s > 0, 显然 有 


及 当 s > UNS) > 二 收敛 . 因此 对 s > 2, 根据 Euler 乘积 公式 , 我 们 有 


n=l 











Il 
= > 
gy 
= 
+ 
"S 
B 一 
十 
z 
+ 
See 


= I 
o m 


1 一 去 
| 
_ €2s)(3s) 


C(6s) ' 
其 中 5C(s) 是 Riemann zeta- phi Xi, 了 表示 对 所 有 素数 乘 R, 
p 
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这 样 就 完成 了 定理 4.2.1 的 证 明 . 
在 定理 4.2.1 中 取 s = 1 及 2, 并 且 注 意 到 6(2) = 72/6, C(4) = 74/90, 4(6) = 
19/945, C(12) = 691712/638512875, 我 们 立刻 可 以 推出 下 面 的 恒等式 : 











1 315 S 1 15015 1 
7 (n? — 1382 T2 


4.3 ”对称 序 列 及 其 性 质 
对 任意 的 正 整 数 n, 我 们 定义 对 称 序列 {an} 如 下 : ay = 1, a = 11, as = 121, 


aa = 1221, as = 12321, ag = 123321, ---, asy, = 123---(k — l)k(k 一 
1).-.321, azy = 123---(k — 1)kk(k — 1)---321, .…， 在 文献 [1] 的 第 17 个 问题 里 ， 


F.Smarandache 教授 建议 我 们 研究 序列 {ay} 的 性 质 ， 关 于 这 些 问 题 , W.P.Zhang 
(参阅 文献 [24) 给 出 了 一 个 有 趣 的 渐 近 公式 . 本 节 中 , RAE XAA) 如 下 : 
A(ai) = 1, A(a2) = 2, A(aa) = 4,---, A(azk-1) = 1424---+k—-14+k+k-1+4---4+1, 
Alax) = (1+---+k-1+k+k+k—-14---4+1), +++. 我 们 将 利用 初等 方法 讨论 
序列 4A(an) 的 性 质 , 并 给 出 一 个 关于 4(an) 的 一 个 有 趣 的 恒等式 . 

定理 4.3.1 设 4(an) 的 定义 如 上 , MA 














HERR: 根据 4(an) 的 定义 我 们 有 


Apo A ds E +1. 
则 由 上 式 可 得 
n n=l n pai 
S Alar) = 》 A(an—1) + E +n. (4-1) 
k=1 k=1 k=1 
根据 (4-1), 我 们 有 
A(an) = E +n= [e +n. (4-2) 
k=1 


下 面 我 们 将 定理 中 的 和 式 分 为 两 部 分 来 讨论 . Tm = 2k 十 1 时 , 则 有 





((2k + 1) — 1}? 


A(an) = | 7 | t 2k+1=(k+1)°. (4-3) 
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当 n = 2k 时 , WA 
4(an) = [em T 2k =k? +k. (4-4) 


综合 (4-2), (4-3), (4-4 并 注意 到 C(2) = È 我 们 有 


1 1 1 S l 
2. ae, = uu eee 2 xem KR 二 














k—1 
code m 1 
= > —+)5 
2 
L k L k(k +1) 
cd 1 
= 2 — — 
«9-3 (s e) 
k=1 
|. 6 


于 是 完成 了 定理 4.3.1 的 证 明 . 
4.4 ”一 组 Dirichlet 级 数 及 其 恒等式 
对 任意 的 正 整数 k, 我 们 定义 一 个 算术 函数 6 (n)a F: 
Oe max(de N | d|n,(d,k)=1}, WR nO, 
SC 0, 如 果 n=0. 
令 A 表 示 使 方程 5.(n) = bm(n) 成 立 的 所 有 正 整 数 n 的 集合 , orbus (n). 表示 n 的 mm 
次 补 数 ( 参 阅 定 义 2.1.1). BLA = {nin E€ Nok(p) = bm(n)}. 本 小 节 利 用 初等 方法 讨 


论 了 包含 集合 4 的 一 组 Dirichlet 级 数 的 收敛 性 质 如 下 : 
定理 4.4.1 设 m 为 一 个 正 偶数 ,对 任意 的 正 实数 s > 1 和 正 整 数 k, 则 有 恒等式 











3ms 





ne = (ms) 
nEA 


JP G(k) € Riemann zeta-s& AK, [表示 对 所 有 的 素 因子 求 积 
证 明 : ”对 任意 的 正 实数 s > o, 显然 当 s > 1 时 


1 (39) TT p? 
( 


~ ms) ie 1) ( IY 





DAE = 均 收 敏 , 因此 当 。 > IN Y Ait Bede. 下 面 我 们 来 找 出 集合 4 


n= ar 
Wn = ppp 表示 mn 的 标准 3 分 解 式 由 64(n) 和 b(n) 的 定义 我 们 可 
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知 54(n) 和 bm(n) 都 是 可 乘 函数 . 所 以 为 了 找 出 集合 4, RIR miten = p* 的 情形 
BIH. Xin = p% H(p, k) = 1, 我 们 有 0) = p^; 当 1 € o € m, b (p?) = p"7*5 
当 a > mia Zm,ba(p*) = DT 高; 4a = rm, b, (p?) = 1, 其 中 的 7 为 任意 
的 正 整数 , [z] 表示 < z 的 最 大 正 整 数 . 所 以 当 且 仅 当 a = 国有 64(p”) = ba (p?). 

din = p? H(p, k) A 1, 则 54(p*) = 1, 所 以 当 且 仅 当 7 = p", r = 0,1,2,--- Hf 
方程 6.(p*) = b, (p^) FIE. 根据 Euler 公式 和 .4 的 定义 , 我 们 有 


oo 
1 1 1 1 1 
> ns 一 JI (: + x) I (: ! pms | p?ms | psms | =) 











Il 
CE 一 
je 
+ 
"3 
KE 一 
om 
po 
"3 一 
| 
l- 
N 
nm 
+ 
"3 
KE 一 
[^] 
ee 
由 





p p|k p"? pjk 
MTS im 
qs) M gs iy iei) 


其 中 C(k) 是 Riemann zeta- 函 数 , [[ 表 示 对 所 有 的 素 因 子 求 积 . 
p 
于 是 完成 了 定理 4.4.1 的 证 明 . 
由 定理 4.4.1 我 们 立刻 可 推出 以 下 儿 个 推论 : 
推论 4.4.1 B = (nm € N,ó,(n) = bo(n)}, MA 











推论 4.4.2 设 C = (nm € N, 6x (n) = b3(n)}, MA 


= pus 105 p? 
0 dr or A 8 lY» 
a: cm Oe ee) 
nec ncB 


推论 4.4.3 C = (nm € N,ó,(n) = ba(n)}, MA 





3 1 675675 1 p's 

in3 691 | (p!? — 1)(p® — 1) 
n= p Le 
nec 


4.5 ”三 角形 数 的 性 质 
对 任意 的 正 整 数 m, 显然 m(m + 1)/2 是 一 正 整 数 , 由 于 这 些 数 与 儿 何 有 密切 的 
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联系 , 所 以 我 们 将 其 称 为 三 角形 数 . 对 任意 的 正 整 数 n, 我 们 定义 算术 函数 c(n) 如 下 : 
c(n) = max{m(m+1)/2 : m(m-- 1)/2 € n, mec N}. 


Blc(n)l&X n 的 最 大 的 三 角形 数 ， 由 c(n) 的 定义 我 们 容易 推出 c(1) = 1, c(2) = 
1, c(3) = 3, e(4) = 3, e(5) = 3, e(6) = 6, c(7) = 6, c(8) = 6, e(9) = 6, e(10) = 
10， ， 本 节 中 主要 介绍 了 有 关 序 列 c(m) 的 一 个 新 的 Dirichlet 2& X f(s) = 
nat S 刊 用 初等 方法 研究 了 f(s) 的 收敛 性 质 , 即 

定理 4.5.1 设 s 为 任意 的 正 实数 , 则 当 且 仅 当 s > 1 时 Dirichlet 级 数 J(s) 是 收 
bho). 特别 的 当 s = 2, 3 及 4, 我 们 有 恒等式 











3 
n=1 
Y — 8¢(3) — 4n? + 32 
n=l (n) | 
= 1 160 
= — — 48¢(3) + — 7? — 384; 
2. dap. 407 ; 
^ 88 
6f (3) + f( )-—- ue 192. 


JP G(k) € Riemann zeta-&k. 
WEBB: 显然 , ROE < mn c EU) 则 c(n) = MRL HEY 
jen p ope ft di mom sgg (Don) o mn) — wr 1 次 . 因此 , 我 们 有 


fG) = Yam 








f2) 
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iM 
3, 
Zle 
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gu 
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Il 
心 
JN 
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应 用 同样 的 方法 我 们 可 得 


f(3) = 8¢(3) — 24¢(2) + 32; 
f(4) = 16C(4) — 48¢(3) + 320¢(2) — 384. 


由 恒等式 C(2) = 02/6 和 C(4) = x4/90 可 推出 定理 4.5.1 的 结论 (参阅 文献 2]). 
于 是 完成 了 定理 4.5.1 的 证 明 . 
注 : 事实 上 , 对 任意 的 正 整 数 s > 2, 应 用 这 种 方法 我 们 可 以 用 Riemann zeta- 
函数 来 表示 f(s). 
4.6 “下 阶乘 部 分 序列 和 上 阶乘 部 分 序列 


对 任意 的 正 整 数 mw, 用 (nm) 来 表示 下 阶乘 部 分 其 定义 为: 小 于 或 等 于 n 的 最 大 
阶乘 数 . 即 为 序列 : 1,2,2,2, 2,6,6,6, 6,6,6,6, 6,6,6,6,6,6, 6,6,6,6,6, 24,24, 24, 
24,24, 24, 24，…， 另 一 方面 , 用 b(n) 米 表示 上 阶乘 部 分 ,其 定义 为 : 大 于 或 等 于 n 的 
最 小 阶乘 数 . 即 为 序列 : 1,2,6, 6,6,6, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 
24. 24, 24, 24, 24,120, 120,120,--- . 在 文献 由 ,Smarandache 教 授 在 其 第 42 个 问题 
里 建议 我 们 研究 这 两 个 序列 的 性 质 ， 本 小 节 中 ,我们 介绍 了 包含 a(m) 与 5(m) 的 两 个 
KBB . 

3 


n=l 
并 给 出 这 些 级 数 收敛 的 充分 条 件 如 下 
定理 4.6.1 设 Q 为 任意 的 正 实 — — ERG 
1 时 它们 器 发 散 . 
WEBB: 设 a(n) = ml, 4m! € n < (m 十 1)! 时 , 我 们 很 容易 得 出 a(n) = ml, 所 以 
在 序列 {a(n)}(n = 1,2,---) 中 同样 的 m! 将 被 重复 (m 十 1)! 一 ml 次 . 因此 , 我 们 有 


u (m 4- 1)! mio m:m! «- m 
I= am * a^ (n) E > (m!)e : (m!)e p» (m!)e-1' 


m=1 m= m=1 






































显然 , Ma > 1 时 , 5932080966 Ma < 1 时 ， KA BBL RIL 使 用 同样 的 方法 ， 
我 们 也 可 以 得 到 S 收敛 性 的 充分 条 件 . 特别 地 , 当 a = 2 时 , 根据 数学 分 析 上 的 知 
识 (参阅 文献 [25]), 我 们 有 








EE ind 1 = 4 
a(n) > (m—1! 20 P 
n=1 m=1 m=0 


于 是 完成 了 定理 4.6.1 的 证 明 . 
特别 地 , 当 a = 2 时 , 我 们 有 下 面 的 推论 . 
推论 4.6.1 我 们 有 恒等式 
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4.7  Smarandache»J (B eg 24 


对 任意 正 整数 np， 车 名 的 Smarandache 函数 5S(n) 定 义 为 使 njml! 的 最 小 的 正 整 
Jim. Bl 


S(n) = min(m : n | ml}. 


Smarandache 教 授 在 文献 [1] 中 介绍 了 这 个 函数 5S(n) 并 要 求 我 们 人 研究 它 的 
性 质 ， Wn = pp? Pg ,为 n 的 标准 因子 ay fe SK, 容易 推出 9(") = 
max{ S(p?" ), S(p2?),--- , S(pz^)) 所 以 我 们 可 以 通过 研究 5(2%) 的 性 质 来 研 
92tS(n) KT eh 数 S(n) 的 性 质 引 起 了 许多 学 者 的 研究 兴趣 ， 参 阅 文 献 [26]， 
[27] 和 [28]， 例 如 在 文献 26] 中 Farris Mark 和 Mitchell Patrick 研究 了 函数 S(m) 的 
边界 问题 , 并 给 出 了 S(p*) 的 上 界 和 下 界 , 即 





(p—- lat+1< Sip") su 1)[a +1+log,a]+1. 
在 文献 27] 中 Wang Yongxing 研究 了 》 S(n) 的 均值 性 质 , 并 利用 初等 方法 得 出 一 


NER 


个 渐 近 公式 , 即 证 明了 
X S(n) = T= 40 (5) 
类 似 我 们 介绍 另 一 个 与 Smarandache 函 数 相关 的 函数 , 称 其 为 Smarandache 对 
HARS (n), 它 表 示 使 njml! 的 最 小 的 正 整 数 m, 其 中 的 "为 任意 的 正 整 数 . 即 
S*(n) = max(m : m! | n}. 
关于 这 个 问题 , 在 文献 29] 中 J.Sandor 提 出 猜想 
S*((2k — 1) (2k - 1)) =q- 1, 


其 中 为 一 正 整 数 ，g 古 2k + 1 之 后 的 第 一 个 素数 . Le Maohua 在 文献 [30] 中 给 出 这 
个 猜想 的 证 明 . 
A A $ 方 法 讨论 了 级 数 》 全 四 weer 性 质 , 并 给 出 一 个 有 趣 的 恒 等 
n=1 
sk. 即 就 是 ， 
定理 4.7.1 对 任意 的 实数 a < 1, 无 穷 级 数 


S* (n) 
2 (n) 
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RR, Ha > 1 时 这 个 级 数 收敛 AA 








> TU ca) »(0 





其 中 (6(s) 是 Riemann zeta- K. 
证 了 明 : ”对 任意 的 实数 a < 1, 注 意 到 S* (mn) > 1 和 级 数 


oo 


1 


n2 
n=1 


发 散 , 所 以 当 a < 1 时 , Ry ^ ge 
n=1 
对 任意 的 正 整数 n > 1, 一 定 存在 一 个 正 整数 m 使 得 
n —m!.l, 


成 立 , 其 中 ! z O(mod m+ 1). 所 以 对 任意 a > 1, 由 S*(n) 的 定义 可 得 


X S*(n = a m 
2 一 H » (m!) le 























n=l peer 
-D D aoe 
m mal 
C Lom le Laer 
LPS 1 
一 2, queo (: xw) 
eX ue T. 
2 1 
= (a) (+ at) 
ia: 1 
= (a) 2 Cs 





于 是 完成 了 定理 4.7.1 的 证 明 . 
在 定理 4.7.1 中 取 a = 2 和 a = 4 我 们 立刻 可 得 如 下 推论 : 

















推论 4.7.1 p T Smarandache*q 48 Bak, 有 恒等式 
c. S*(n mx 1 
= n2 o v2. (n)? 
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和 








o^ S*(n moO 1 
2. Au 


n=1 n=1 


4.8 ”广义 的 可 构造 集合 


定义 广义 的 可 构造 集合 5 为 : 仅 由 数字 qdi, qd2,… ,dm 组 成 , 且 所 有 的 d; (1 < 
m <9) 互 不 相同 . 也 就 是 说 ， 

(1) qi, qd2,… ,dm BATS. 

(2) 3a, b EFS, 则 a5 也 属于 5. 

(3) 仅 运用 规则 (1) 和 (2) 有 限 次 所 得 的 元 素 属 于 5. 

例如 , 可 构造 集合 ( 对 于 数字 1, 2 ) 为 : 1, 2, 11, 12, 21,22, 111, 112,121, 122,211, 
212, 221,222, 1111, 1112, 1121, .…. 可 构造 集合 ( 对 于 数字 1, 2, 3) 为 : 1, 2, 3, 11,12, 
13,21, 22,23, 31,32,33, 111,112, 113,121, 122,123, 211,212, 213,221, 222, 223， 

…. 在 文献 [1] 的 第 6, 7 和 8 个 问题 里 , Smarandache 教授 建议 我 们 研究 这 些 序列 的 

TERR. 为 了 叙述 方便 , BUN {an} 来 表示 这 个 序列 . 这 里 我 们 利用 初等 方法 讨论 了 

















级 数 》 二 的 收敛 性 , 其 中 的 a 为 任意 正 数 
n=1 nm f 
定理 4.8.1 Ra 为 任意 的 正 实数 , 4a > logm 时 , BH) | — kat, 而 当 a < 
n=1 an 
log m 时 该 级 数 发 散 . 





证 明 : ”注意 到 , 对 于 k = 1,2,3,---, 包含 个 数字 的 广义 可 构造 集合 序列 里 
fim* 个 数 , 所 以 我 们 有 











1 m 
ag 2: (10k-1)e 
n=1 ^ k=1 
+00 k—1 
m 
= m 10(*-1)e 
kaer 
u m 
(dew 
| o m: 10° 
|». 109 — m' 


其 中 我 们 利用 了 级 数 沁 #3 ES AS Ez <1, 也 即 w > logm 时 是 收 
敛 的 这 一 事实 , 于 是 完成 了 定理 4.8.1 的 证 明 . 
特别 地 , VE 
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于 是 : 
定理 4.8.2 ”级 数 S，, 和 S53 都 收敛 , 且 有 估计 
10264 8627 m 314568337 : 10532147 
5775 2 ~ 4620 155719200 3 7 4449120 
HERA: ”一 方面 
1 1 1 1 
= 1 — 一 一 — c 
82 2 11 12 91 2392 
"EE E gk 
2 11 12 21 72 105-1 
k=3 
1 1 1 1 93 EN 9k-3 
— 1 — —— — — 一 -一 — — 
2 11 12 1 3 102 = 101-8 
1 1 1 1 2 1 
2 11 12 21 22 25 1-4 
|. 8627 
~ 4620. 
另 一 方面 , 我 们 有 
Too k 
1 1 1 4 2 
A e ee qe oe 
Pa e 11 ^19 "91 "59 10 
k=3 
— bd. 3 pu que 
i 2 11 12 21 22 103 2— 104-3 
1 1 1 1 1 1 1 
2/1 12 21 22 125 1-1 
|. 10264 
"5775 
于 是 完成 了 定理 4.8.2 的 第 一 部 分 证 明 . 
类 似 地 , 我 们 可 以 证 明定 理 4.8.2 的 第 三 部 分 , 这 样 就 完成 了 定理 4.8.2 的 证 
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第 五 章 特殊 方程 求解 问题 


方程 的 整数 解 是 数论 的 一 个 重要 课题 ， 也 是 一 个 非常 复杂 和 非常 吸引 人 的 课题 , 世界 上 许 
多 伟大 的 数学 家 都 在 这 一 领域 作出 过 出 色 的 工作 ， 至 今 仍旧 是 现代 数论 和 现代 代数 几何 的 推动 
力 和 源泉 . 为 了 研究 一 些 方程 的 整数 解 ， 人 们 创造 了 了 许多 强 有 力 的 方法 和 工具 ， 但 是 仍 有 许 
多 问题 没有 解决 . 这 里 ， 我 们 仅 选 择 了 一 些 与 Smarandache 问 题 有 关 的 特殊 方程 的 整数 解 问题 
进行 讨论 ， 来 展示 对 于 特殊 方程 整数 解 研究 过 程 中 的 一 般 方 法 和 技巧 性 


5.1 Smarandache m 次 剩余 


对 任意 正 整 数 n, 令 n 的 标准 因子 分 解 式 为 n = pips- pg". Smarandache 
mm 次 剩余 函数 am(n) 被 定义 如 下 : 


am(n) = pP pf^...p9*, Bi= min(m— 1,05), i — 1,2....,k. 


fr X WA[L]rP AY 2865 je) al, F.Smarandache 教授 要 求 我 们 研究 这 个 函数 的 性 质 . 
设 9(n) 为 Euler 函 数 ， 即 就 是 ， 9(n) 所 有 不 超过 nn 是 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 ， 显 
SR, 函数 9(n) 与 am(n) 均 是 可 乘 函 数 . 这 一 小 节 中 , 我 们 将 利用 初等 方法 来 讨论 包含 
这 两 个 函数 的 方程 的 求解 问题 , 并 给 出 了 方程 的 所 有 解 . 

定理 5.1.1 设 m 为 任意 给 定 整 数 且 m > 2, 则 方程 9(n) = am(n) 有 m 十 1 个 
解 , 相应 的 解 如 下 





n = 1,2,2°3", a=1,2,---,m—-1. 


证 明 : Ben 的 标准 因子 分 解 式 为 n = pr ps? -- pp, Mhon) Ram(n) 的 定义 
我 们 有 
as (n) = pP pf*-..pP, 8, =min{m—1,aj},i=1,2.---,k (5-1) 
并 且 
p(n) = p^ "(px — 1)p2? "(pa — 1): P^ (Pr — 1). (5-2) 
显然 , n = 1 是 方程 0(n) = au (n) 的 一 个 解 . 如 果 n > 1, 那 我 们 将 分 四 种 情况 对 这 
一 问题 进行 讨论 : 
O ”如 果 存 在 Qa; > m, 那么 我 们 有 os 一 1 2 m, nas LO S m — 1. 结 


合 (5-1) 及 (5-2), 我 们 可 知 bm) Z aj (n). 事实 上 ， 在 这 种 情况 下 没有 任何 解 满足 方 
程 @(n) = as, (n); 











(ij 如果 ai = az =- = ap = m, lll 
as (n) 2 mcum .. 2 a 
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FH. 
p(n) = pr (pi py ! (po — 1): pp (pe — 1). 

显然 , 仅 有 n = 27 是 满足 条 件 的 方程 的 解 ; 

(ii) ”如 果 max {ai ) « m, 则 由 (5-1) (5-2), 并 注意 到 Bk = ak > ox — 1, 我 
们 可 知 对 所 有 满足 条 件 的 n , O(n) 4 as (n); 

(iv) ”如 果 存 在 i,j 满足 ai = m Ha; < m, 那么 根据 (5-1)，(5-2) 以 及 方 
程 9(n) = am(n), 可 以 得 到 pi = 2. 否则 , 就 会 得 到 9(n) 是 偶数 , 但 ay,(n) 却 为 奇数 
的 矛盾 . 注意 到 如 果 ox < m, Moln) 4 az (n), 于 是 我 们 有 ax =m 及 


ó(n) = 2%1 7 1p ps1] py *(pe-1) = am(221)am(D22 ) 2 "Gm (pk ) = Am (n). 


Wa, =m, 那么 n = 2" 就 是 第 (i 种 情况 . 因此 , ai < m. 现在 根据 方程 , 我 们 
有 

pe" (pa = De" (pi — 1) = 2am (p3) --- Gm (py, ). (5-3) 
注意 到 当 i > 1 时 2|(p; 一 1), 由 (5-3) 我 们 可 以 推出 在 (5-3) 式 左边 部 分 有 具有 p; 一 1 形 
式 的 项 仅 有 一 项 . 即 就 是 ， 





n= 2p"; 
利用 
b(2%p™) = am a p) = p" (p = 1) 2 age. 

可 以 得 到 n = 223"7,1 € a < m.. 于 是 , 在 这 种 情况 Fn 2223", (1€o«m) X 
He ) 2 am(n) 的 所 有 解 . 

综合 以 上 四 种 情况 的 讨论 我 们 立刻 可 以 得 到 方程 6(n) = am(n) 有 m 十 1 个 解 ， 
并 且 相 应 的 解 为 

n = 1,2',2°3™", y—1,2....,m -— 1. 

这 样 就 完成 了 定理 5.1.1 的 证 明 . 

5.2 Smarandache 方 程 及 其 整数 解 


XQ 表示 所 有 的 有 理 数 集合 , a € Q\{-1,0,1}. 在 书 上 中 的 第 50 个 问题 ， 
F.Smarandache 教授 要 求 我 们 去 求解 方程 




















1 
wa? +—-a" = 2a. (5-4) 
a 


对 这 一 问题 的 讨论 可 以 帮助 我 们 去 理解 一 些 新 的 不 定 方程 , 所 以 研究 它 是 十 分 
有 意义 的 . 本 节 中 , 我 们 利用 初等 方法 及 解析 方法 对 方程 (5-4) 进 行 讨 论 , 并 证 明了 
以 下 结论 : 

定理 5.2.1 对 所 有 a € Q\ {一 1,0,1}, 方程 








1 
vat 4 —-a* = 2a 
x 
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有 且 仅 有 一 个 整数 解 Z = 1. 

证 明 : 这 里 我 们 将 利用 初等 方法 以 及 数学 分 析 中 的 Rolle 定理 完成 定 
理 5.2.1 的 证 明 .， 首先 , 我 们 将 证 明 在 a > 1 的 情况 下 定理 成 立 ， 事实 上 , 在 这 
种 情况 下 , Wr 是 方程 (5-4) 的 一 个 整数 解 , 则 我 们 必 有 zxz > 0 于是, 利用 不 等 
xXdu| + |v| > 24/|u| - |v| 可 以 推出 


























db oos 1 1 
Z.0z 十 一 :0 >>2.1417:0z :一 :az 一 2.0 7 之 2.0， 
x x 





且 当 且 仅 当 z = 1 时 方程 成 立 . 这 样 就 证 明了 对 于 a > 1, 方程 (5-4) 有 且 仅 有 一 个 
整数 解 z = 1. 

现在 我 们 考虑 0 < a < 1. 设 zo 是 方程 (5-4) 的 一 个 任意 整数 解 , 则 zo > 0. 为 了 
证 明 zo = 1, 我 们 假定 zo A 1, JF HO < zo < 工 ( 证 明 zo > 1 的 情况 与 0 < zo « 1 
情况 相同 ), WAE > 1. 我 们 如 下 定义 函数 f(x) : 


1 
f(x) 2x-a* 4 —- a* — 2a 
g 


显然 , 函数 ffz) 在 闭 区 间 [z0, 去 | 上 连续 在 区 同 (zu +) «as. Xf 














0) 
f=) = f(1) = 0. FÆ, 由 数学 分 析 中 的 Rolle eH aT Af (x) 在 开 区 间 (ez) 


To 
内 必 有 两 个 零点 , 而 且 在 同一 开 区 间 内 f”(x) 必 有 一 个 零点 . 但 是 , 由 函数 (zx) 的 
定义 我 们 可 以 推出 











1 1 
f'(z)-2as$—- a*-lna— a^ 4 — a” -Ina 
£ a 
及 
1 2 1 1 1 
T) = uoa m'a r a Ina 5. a* Ina za? Ina 
1 2 
= n In^a- a+ ar .mn 二 十 二 .ar .In?a 


1 
> 0, z€ (w=). 
To 


其 中 我 们 用 到 0 <a<1 Gini > 0. 3xx5f"(x) 在 开 区 间 (zo. i) 内 必 有 一 个 零点 
HAAG. 这 样 就 证 明了 当 0 < a < 1 时 定理 成 立 . 

如 果 a < 0 Ha 天 一 1 方程 (5-4) 有 一 个 整数 解 z, 因为 负数 没有 实 的 平方 根 , 所 
以 |z| 必 为 一 个 奇数 . 于 是 , 在 这 种 情况 下 方程 (5-4) 可 以 化 为 : 








1 1 . 
2lol = -2a--z.a* — — - a? = —z- (-1)* - |a|? — —- (-1Y* - |a? 
HH 化 


| 
ES 
S 
+ 
Slr 
= 
8 
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则 由 前 面 的 推导 结论 可 知 , 在 这 种 情况 下 定理 仍然 成 立 .这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
i: 事实 上 , 由 定理 的 证 明 过 程 我 们 很 容易 发 现 我 们 可 以 证 明 更 一 般 的 结论 : 
设 有 表示 所 有 的 实数 之 集 . 对 任意 a € RV {一 1,0,1}, 方程 











i 1 
.az 十 一 :o =2a 
xc 


AMAT Ble = 1; 4a > 0 时 , 它 有 且 仅 有 一 个 实数 解 z = 1. 
5.3 ”天 于 函数 p(n) 及 6x(n) 
对 给 定 正 整 数 k 及 任意 正 整 数 n, 我 们 如 下 定义 一 种 新 的 数论 函数 : 
à, (n) = max(d | d | n, (d, k) = 1) 


如 果 n > 1, 则 Euler 函数 p(n) AMAA Bm 互 素 的 正 整 数 的 个 数 ， 
因此 
e(n) = Y7 1, 
k=1 


HAIRS 表示 对 所 有 小 于 等 于 m Hin TARERE RH. 


k=1 
ATE, 我 们 将 研究 函数 p(n) 整除 函数 64.(n) 的 性 质 , 并 求 出 所 有 满足 p(n) | 
On(n) 的 整数 n. 首先 有 : 
引 理 5.3.1 对 n > 1, 我 们 有 


eed) 


证 明 : ( 参阅 文献 | 中 定理 2.4 ). 

定理 5.3.1 y(n) | k(n) 当 且 仅 当 n = 2232, 其 中 a > 0,8 > 0,0,8€ N. 

证 明 : ”我 们 将 分 以 下 两 种 情况 进行 讨论 : 

(D (nk) = 1 f, Won) = n. im 的 标准 因子 分 解 式 为 n = 
p91p92… pes， 由 引 理 5.3.1, Wid 








p(n)=p (pi — 1)p (p2 — 1)--- p2* (ps — 1), 
如 果 yp(n) | 0 (n), 那么 


QOs—1 


pr (pi — 1)pg? ^ (pe — 1) p?*7! (p, — 1) | n, 


(pı — 1)(p2 — 1)--- (ps — 1) | ipe---Ds, 


98 


第 五 章 特殊 方程 求解 问题 


根据 引 理 5.3.1, 我 们 可 知 
i) pi — 2, 否则 , (pi — 1)(pa 一 1)… (ps — 1) 是 偶数 但 pipa ps 是 奇数 
If A. 
ii) s <2, AA2\(p;-—1) (é=2,3,---,s) 但 是 p2p3:…ps 不 能 被 2 整除 . 
dis = 1, Wn = 2%, a> 1. 
Fis = 2, Win = 2939, a >1,8>1. 
因此 , 我 们 可 以 得 到 当 (n, k) = 1 HF, n = 2°37, a > 1,8 > 0 满足 p(n) | de(n). 
(I) 4(n,k) ZZ 1 时, Sn = ni- no, 其 中 (ni,k) =1 H(ni,n2) ==1, BA 





Ok (nN) = mi, 


y(n) = p(n1)p(n2), 


如 果 p(n) | k(n), 那么 
p(ni) p(n2) | m. 


即 就 古 
p(n1) | ma (5-5) 
p(na) | m (5-6) 
利用 (5-5), 我 们 可 得 
nı = 291361, (5-7) 


其 中 oa > 1, 61 = 0,03, 81 € N. 
综合 (5-6) (5-7), 很 容易 推出 


p(n2) | 23%, 


即 就 是 
2(n2) = 1. 
否则 (pi,m2) A 1. 
于 是 
N2 = 1 





总 之 , 无 论 n 与 是 否 互 素 , 我 们 都 可 以 得 到 n = 2°37,a > 1,6 > 0 满 
Aq (n) | dx (n). 
于 是 就 完成 了 定理 5.3.1 的 证 明 . 


5.4 包含 Euler 函 数 和 Smarandache 函 数 的 方程 


对 任意 正 整 数 n, 令 5(n) 表 示 Smarandache 函 数 , 其 定义 为 使 zlm! 的 最 小 的 正 
整数 m， 如 果 n = pr p$? … p82* 为 n 的 标准 因子 分 解 式 , 则 由 定义 容易 推出 S(n) = 
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max{S(p?’)}, 其 中 最 大 值 指 i 取 从 1 到 k 的 所 有 值 中 的 最 大 值 . 令 $(n) 表 示 Euler K 
数 , 也 即 9(n) 表 示 所 有 不 超过 nm A in BR A TE EAT SAL, 显然 p(n) 是 一 可 乘 函 
数 . Euler 函数 p(n) 表示 所 有 不 超过 n Han 互 素 的 正 整 数 的 个 数 ， 本 节 将 研 
Teln) = S(n*)( 其 中 为 任意 给 定 的 正 整 数 ) 方 程 的 解 的 个 数 问 题 . 关于 这 个 问题 ， 
容易 得 到 mn = 1 是 该 方程 的 解 , 但 我 们 并 不 知道 这 个 方程 是 否 有 有 限 个 解 . 下 面 我 们 
利用 初等 方法 来 解决 这 个 问题 , 对 任意 给 定 的 正 整数 k 给 出 了 这 个 方程 的 全 部 解 . 

定理 5.4.1 方程 9(n) = o(nyf va^ f: n — 1, 8, 9, 12. 

证 明 : 设 n = pi ps? --- pz* Ami antl Poy ES, 令 








S(n) = max (S(p;^*)) = S(p“). 


1<i<k 


oln) = »pP (pi — 1)p3?7* (pe — 1)- pg" (pk — 1) 
= pp Gn) = p? (p — 1)¢(m) = S(p*). 


Gn = 1 是 方程 9(n) = 9(n) 的 解 .如 果 n > 1 我 们 将 分 三 种 情况 讨论 如 下 : 

(D 如 果 a = 1 Hn = p, 那么 S(n) = p A p-1 = p(n)， 也 即 是 说 , 不 存在 
任何 一 个 素数 满足 方程 95(n) = ln). Wwa = 1Hn = nip, 那么 S(n) = p £ 
(p—1)¢(m1) = é(nip). 所 以 该 方程 无 解 . 

(II) 如果 a = 2, WAAS (P) = 2p 和 G9(p2n1) = plp 一 1)9(m1). 所 以 这 时 当 且 
仅 当 

(p — 1)ó(m)) = 2 


才 有 S(n) = O(n). 这 可 以 分 两 种 情况 来 讨论 :p — 1 = 1, (m) = 2; p- 1 = 2, 
ó(ni) = 1. 也 即 可 得 p = 2, ny = 3; p = 3, ny = 1. 这 时 方程 9(n) = p(n) 有 两 个 
解 :n = 12, 9. 

(IIT) 如 果 a = 3, TRAS) = 6(2°) = 4, 于 是 n = 8 满足 方程 

如 果 a > 3 Hp > 2, 注意 到 














pt? > 2072 = (1+1)? =1+a-2+--+1>a. 


即 有 
p^ > ap > p^ !(p — 1)ó(ni) > ap, 
但 
S(p^) € ap. 

所 以 这 种 情况 该 方程 无 解 . 

综合 上 面 三 种 情况 的 讨论 , 我 们 立刻 可 得 方程 9S(n) = 9(n) 有 四 个 解 : n = 1, 8, 
9, 12. 

于 是 完成 了 定理 5.4.1 的 证 明 . 
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引 理 5.4.1 如 果 p 为 一 素数 , 那么 S(p*) < kp. wR < p, RA S(p*) = kp, 其 
中 为 任意 给 定 的 正 整 数 . 

证 明 : (参阅 文献 [31]). 

定理 5.4.2 方程 p(n) = S(n?) 有 三 个 解 : n= 1, 24, 50. 

WEBB: Sn = pr py py, 由 5S(n) 和 9g(n) 定 义 可 得 


S(n?) = maz(S(p;^*)) = S(p"*), 
其 中 p 为 素数 以 及 
o(n) = p^! (p — 1)ó(m), 
o(n) = p^! (p — 1)ó(n1), 


其 中 (ni,p) = 1. 也 就 是 说 pn1 和 2 的 最 大 公 因子 为 1. 
显然 n = 1 是 方程 p(n) = S(n?)ffg. Wn > 1 我 们 将 分 类 讨论 如 下 : 





(i) 令 a = 1. 
如 果 p = 2, 那么 5(23) = 4, (n) = (2—1)¢(n1), HS(n?) = S(2?) = ó(n) = 
b(ni) Telni) = 4, Brbló(ni) = 4, 于 是 n = 2? x 5. 但 $(24.52) = 10 # 6(2? x 5), 
因此 这 个 方程 无 解 . 
如 采 p > 3, 由 引 理 可 得 9(2) = 2p, O(n) = (p—-1)ó(ni), TEXS$lpt (p— 1)6(n1), 
因此 这 个 方程 也 无 解 . 
(ii) 4a = 2. 
如 果 p = 2, 那么 5(29 = 6 = 26(n1), 无 解 . 
如 果 p = 3, 那么 5(34) = 9 = 3 x 26(mi), 无 解 . 
如 果 p = 5, 那么 S(54) = 20 = 5 x 4ó(ni), 所 以 ni = 2, 因此 n = 5? x 2 是 方程 
的 解 . 
如 果 p > 7, IAS (p*) = 4p = p(p — 1)ó(n1), 注意 到 p — 1 > 4, 无 解 . 
(iii) 4a = 3. 
如 果 p = 2, 那么 9(25) = 8 = 4¢(n1), 所 以 ni = 3, 因此 mn = 2? x 3 是 方程 的 解 . 
如 果 p = 3, 那么 5(39) = 15 = 3? x 26(m1), 无 解 . 
如 果 p = 5, 那么 5(56) = 25 = 52 x 49(n1), 无 解 . 
(7) = 
(p^) 




















如 果 p = 7, 那么 S(76) = 42 = 7? x 66(n1), 无 解 . 

如 果 p > 7, 那么 9(z6) = 6p = p(p — 1)d(m1), 注意 到 p — 1 > 6, 无 解 . 

(iv) Aa = 4. 如 果 p = 2, 那么 5(28) = 10 = 84(n1), 无 解 . 

如 果 p > 3, 由 引 理 可 得 S(p2*) < 2pa, 注意 到 9(n) = ptp — 1)d(n1) 
Alp?! > 2pa, 无 解 . 

(v) Sa = 5. 

如 果 p = 2, 那么 S(210) = 12 = 24d(m), 无 解 . 

如 果 p > 3, 由 引 理 可 得 5S(p2*) < 2pa, ER Flon) = ptp — 1)d(n1) 
Alp?! > 2pa, 无 解 . 


(vi) Sa > 6. 
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如 果 p > 2, 由 引 理 可 得 9(pz2a) < 2po, HER Slon) = pe !(p — 1)¢(n1) 
Alp?! > 2pa, 无 解 . 

联合 (i) 到 (vi), 我 们 立刻 可 得 方程 0(n) = S(n?) 4G = MR: n = 1, 24, 50. 

于 是 完成 了 定理 5.4.2 的 证 明 . 

类 似 地 , 利用 同样 的 方法 我 们 可 以 得 出 : 

定理 5.4.3 方程 b(n) = S(n?) 有 三 个 解 : n= 1, 48, 98. 

定理 5.4.4 ”方程 b(n) = S(n*) 有 一 个 解 :n = 1. 

注 : ”使 用 类 似 的 方法 , 我 们 也 可 以 推出 方程 b(n) = S(n*) 有 有 限 个 解 ， 其 
中 为 任意 给 定 的 正 整 数 . 


5.5 ”关于 平方 补 数 的 一 个 方程 


对 任意 正 整数 mw 设 bz(n) EI BÉ ULL). 这 一 小 节 中 我 们 将 利用 解析 
方法 讨论 关于 平方 补 数 的 方程 


i og n(n+1) 
2 talk) = b2( 2 ) 














的 解 的 个 数 问题 ， 并 给 出 了 这 个 特殊 方程 的 全 部 解 . 首先 ， 我 们 需要 下 面 儿 个 引 
理 . 








引 理 5.5.1 r > 1 为 一 实数 及 m > 1 是 一 正 整 数 , 那么 可 得 以 下 估计 


1 m 
Do am > sm) ~ eor 


MER 





证 明 : 根据 Euler 求 和 公式 容易 推出 
1  f[* dt ^t- [tj x — [x] 
Xu cdm uen 
EE uu E siom LniEaen[ Eia- E 
1 T 


> Cin) = 














引 理 5.5.1 得 证 . 
引 理 5.5.2 对 任意 的 整数 n > 1 有 以 下 估计 


AC - UH - (io je 5) " (zd) " 
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WEBB: 根据 Euler 求 和 公式 以 及 bz (n) 的 定义 和 M6bius 函数 的 性 质 可 得 


$50) = > ka)l= > du) 


k<n m2k<n m2d2h<n 
= J, Pud jh 
m?d? «n h< -z 
n? n n n 
= d^u(d) | —— + ——— — — A — 
2. p i T 2m?d? AB 
m?d? Xn 




















m?d? «Xn m?d? «n 2d2<n 
n? 1 u(d) a 3 
=g Dye Da gr oe a 
mn de Z 
All 
uld) — ~~ (d) 1 1 m 1 m? 
> 一 二 > 一 -一 一 > 一 -一 一 
d? D d? D d? (2) n c2) n 
d< a= d» Xn 
TEEH S [35.5.1 有 
n? 1 1 m? 3 1 3 
De > 5 Y (ay) eig 
k<n mn 
n? 1 mà 1 3 1s 
= 一 -一 一 一 一 — 2 2 — —52 
2¢(2) 2; a ? m SEP 





引 理 5.5.2 得 证 . 
在 上 面 两 个 引 理 的 基础 上 ， 我 们 给 出 下 面 的 主要 定理 : 


定理 5.5.1 方程 
1 
Yn -人 M L) 


仅 有 三 个 解 , 分 别 为 n = 1, 2, 3. 
WEBB: ”我 们 分 两 种 情况 来 讨论 : 
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(i) WRAY 是 一 平方 补 数 , 那么 由 b2(n) 的 定义 就 有 


jt Dj _ mnt 1) 


注意 到 bo(n) < n 立 刻 可 得 








这 个 等 式 当 且 仅 当 左 边 得 每 一 个 bz (n) 均 满足 bz(n) = n 时 才能 成 立 . 这 时 容易 推出 
方程 有 三 个 解 : n= 1, 2,3. 
(i) mR 无 平方 因子 , 那么 由 b2(n) 的 定义 就 有 





注意 到 C(2) = E, c(4) = 面 再 根据 引 理 5.5.2 可 得 


Z C(4) » 3 1 3 2 3 2 
2 HOM 一 (Sc) +E)» 一 (zi) > n — 3n = 








SMS 3 3 4  n(n41) 
Ta — 9n? 一 g” > 3 , WR n> 361. 
因此 方程 . 
S balk) =a (H) , 如 果 n> 361. 
k=1 
无 解 


如 果 n 得 取 值 为 从 4 到 361, 那么 方程 也 无 其 它 解 . 
于 是 完成 了 定理 5.5.1 的 证 明 . 

下 面 给 出 计算 程序 如 下 : 

#include<stdio.h> 

#include<math.h> 

//fanction 

int get(int n) 





{int i,m; 

float g; 

for(i=1;i< n;i++) 
{g=sqrt(i*n);m=(int)g; 
if(g-m==0)return i; 


rs 
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main() 

{int n=361 ; 

int sum; 

int 1j; 

for(i=1;i< n;i++) 

{sum=0; 

for (j=0;j< i;jj++) sum=sum-+get(j); 
if{sum==get(i*(i+1)/2) 
printf“%d\n” ,i);}} 
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第 六 章 ”其 它 相 关 问 题 研 究 


在 前 面 几 章 中 我 们 主要 介绍 了 Smarandache 问 题 在 数论 函数 ， 特 丈 数列 的 分 布 ， 级 数 及 特 
殊 方 程 解 的 问题 , 所 用 方法 主要 为 初等 或 解析 的 数论 方法 来 研究 . 但 是 Smarandache 问 题 所 涉 
及 的 研究 领域 非常 广泛 , 本 章 的 主要 目的 在 于 通过 Smarandache 重 空间 , Smarandache 几 何 , 广 
3X Smarandache Palindromes 数 的 密度 , Smarandache n- 结 构 及 中 智 学 等 相关 文章 的 阅读 使 读 
者 初步 了 解 Smarandache 问 题 的 广泛 性 , 并 通过 学 习 激 发 读者 对 Smarandache 问 题 的 研究 兴趣 . 


Smarandche 重 空间 及 相关 数学 组 合理 论 


EME 


(中 国 科学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 ， 北 京 100080) 


摘要 . 本 文 的 主要 目的 ， 在 于 简要 地 介绍 二 十 一 世纪 一 种 新 兴 的 数学 组 合理 论 ， 
即 Smarandache 重 空间 理论 . 这 种 理论 考虑 不 同性 质 的 空间 或 不 同 结构 类 型 的 空间 
组 合 在 一 起 应 有 的 性 质 及 数学 规律 ， 包 括 对 经 典 代数 结构 中 群 、 环 、 域 、 线 性 空 
闻 的 组 合 ， 以 及 对 经 典 几 何 ， 如 欧 氏 几何 、 双 曲 几何 、Riemann 几 何 的 组 合 等 . 前 
国际 物理 界 流行 的 弦 与 超 弦 /M- 理 论 ， 其 中 采用 的 时 空 就 是 一 种 特殊 的 重 空 间 . 当 
然 ， 作 为 一 种 全 新 的 物理 时 空 ，Smarandache 重 空间 理论 为 二 十 一 世纪 理论 物理 
研究 提供 了 一 种 一 般 的 空间 组 合理 论 . 

关 健 词 : Smarandachese ^* fe), HA, GE ER GE EE RE le), Hh ÉL 
何 ，Smarandache 儿 何 ， 伪 度量 空间 儿 何 ，Ffinsler 儿 何 . 

AMS(2000): 03C05, 05C15, 51D20,51H20, 51P05, 83C05,83E50 




















81. 代数 系统 及 其 图 解 表 示 





首先 考虑 一 个 简单 的 问题 1 十 1 =? 在 自然 数 系 中 ， 我 们 知道 1+1=2. 在 2 进 制 
运算 体系 中 ， 我 们 还 知道 1+1=10， 这 里 的 10 实 际 上 还 是 2. 依据 “否定 之 否定 等 
于 肯定 ”的 哲学 思想 ， 我 们 采用 一 种 “反思 维 的 、 叛 送 的 ”思想 ([6]) 来 重新 看 待 
这 个 问题 ， 重 新 分 析 1 + 1 = WMS 2. 

我 们 知道 1, 2,3,4,5,--- 这 样 的 数 构成 自然 数 系 N， 在 这 个 数 系 中 ， 依 据 数 数 
的 规律 ， 每 个 数 称 为 前 面 紧邻 着 的 数 的 后 继 数 ， 即 2 的 后 继 数 为 3， 记 为 2 = 3. 同 
FÉ, 3— 4,4! = 5,.…. 这 样 我 们 就 得 到 了 














141=2,24+1=3,34+1=4,441=5,---; 142=3,143=4,144=5,--- 
这 样 一 些 运算 等 式 . 在 这 种 运算 体系 下 ， 我 们 只 能 得 到 1 十 1 = 2 的 结论 . 

现在 回顾 一 下 运算 的 定义 . 给 定 一 个 集合 9S， 对 Yz,y € S, 定义 Z*y 二 z， 意 思 
是 S 上 存在 一 个 2 元 结合 映射 * : 5 x S S, ffir, y) = z. 
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采用 图 解 的 方式 ， 我 们 可 以 用 图 把 这 种 关系 在 平面 上 表示 出 来 . 首先 把 5 中 的 
每 个 元 用 平面 上 的 点 表示 ， 如 果 S 中 有 nn 个 元 ， 则 在 平面 上 就 取 n 个 不 共 线 的 点 ; 
两 个 点 z, z 之 间 连 接 一 条 有 向 线段 ， 如 果 存 在 一 个 元 y 使 得 z * y = z, 我 们 在 这 条 线 
段 上 标 .F*y， 











图 1.1 
注意 这 种 对 应 是 1 — 1 的 ， 记 5 对 应 的 图 为 G[5]. 


定义 1.1 一 个 代数 系统 (A; o) 称 为 单一 的 若 存在 一 个 映射 中 : 4 一 4 使 得 对 Ya,b E 
A, RBa0be A， 则 存在 一 个 唯一 的 元 c € A, coc(b) € 4， 相 应 地 称 到 为 单一 
映射 . 


我 们 很 容易 得 到 下 面 关于 代数 系统 (4; o) 与 图 CL4] 的 关系 的 一 个 结果 . 


定理 1.1 设 (4;o) 为 一 个 代数 系统 ， 则 

(à) 若 (A;o) 上 存在 一 个 单一 映射 中 ， 则 G[A] 是 一 个 Euler 图 . 反之 ,， 若 G[A] 是 
一 个 Euler 图 ， 则 (4; o) 是 一 个 单一 运算 系统 . 

(ii) 若 (A;o) 是 一 个 完全 的 代数 运算 系统 ， 则 G[A] 中 每 个 顶点 的 出 度 为 |4|; 
此 外 ， 如 果 (4; o) 上 消去 律 成 立 ， 则 G[4] 是 一 个 完全 的 重 2- 图 且 每 个 顶点 粘 合 一 个 
环 使 得 不 同 顶 点 之 间 的 边 为 相对 2- 边 ， 反 之 亦 然 . 











$2. 代数 Smarandache 重 空间 


想 要 得 到 1 十 1 A 2 或 1 十 1 = 2 与 1 十 1 A 2 同时 成 立 的 数学 系统 ， 我 们 需要 进一步 
推广 上 面 的 思想 . 一 般 地 ， 我 们 定义 一 个 Smarandache n- 重 空间 如 下 . 


定义 2.1 一 个 n- 重 空间 》，， 定义 为 n 个 集合 A1l, A, M d ,A 的 并 


X-U^ 


且 每 个 集合 4; 上 均 定 义 了 一 种 运算 of 使 得 (4ioi) 为 一 个 代数 体系 ， 这 里 7 为 正 整 

举 个 简单 的 例子 ， 设 n 为 一 个 正 整 数 , Z = ({0,1,2,---,m — 1},4) 
为 (modn) 加 法 群 。 P = (01,2, 一 了 为 2 中 的 一 个 置换 . 对 任意 整 
数 i,0 <i < n 一 1， 定 义 Ziy1 = P(Z) WBEEZAPk +l = m, MZ 
有 P'(k) +; P'(I)) = 已 (m)， 此 处 +i 表 示 二 元 运算 +i : (P'(k), PE) 一 P*(m). 
WU 有 就是 一 个 n 重 代数 系统 . 


i=1 
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人 在 重 空间 的 框架 下 ， 我 们 可 以 推广 经 典 代数 学 中 群 的 概念 而 得 到 重 群 的 概 
念 ， 并 得 到 其 相应 的 代数 结构 . 


定义 2.2 设 G = U Gi 为 一 个 具有 运算 集 O0(G) = {x1 < i < n} 的 封闭 重 空间 . 
i=l 


若 对 任意 整数 i, 1 <i <n, (Gi; xi) 是 一 个 群 ， 且 对 Yz, y, z € G 和 任意 两 个 运算 
“x” and “o” 5X Ło, 存在 一 个 运算 ， 例如 xX， 对 “o” 满足 分 配 律 ， Bp 








x (yoz)= (zxYyo(rxz); (yoz)xmqeiyxx)e( x) 
只 要 其 中 的 运算 结果 存在 ， 则 称 G 为 一 个 ni- 重 群 . 
同样 ， 我 们 可 以 定义 m- SOS ERE. EAT Se Sie, BEM SCH 
一 些 经 典 结 果 的 推广 ， 详 见 文献 外， 类似 地 ， 我 们 还 可 以 进一步 引进 重 环 、 
量 空间 的 概念 ， 进 而 推广 环 、 线 性 空间 理论 中 一 些 著 名 结果 . 


L 





lir 
[cp 
H 














RN Oe Gaim 
{=l 


m, (Ri; i, Xi) 为 一 个 环 且 对 任意 元 VX,Yy,z E 玉 ， 只 要 相应 的 运算 结果 均 存 在 ， 则 
有 


(£ +i y) +j z =z + (y +j2), (mxiy)xjz — X; (y xj z), 
Z Xi (y Hi;2) = 7 Xiy HiT Xiz, (y +j 2z) Xi £ =YXi E Z XiT, 


MARR A —/\m-E KR. 若 对 任意 整数 i,1 <i < m, (Riti xi) ÆR WARRA 
一 个 m- 重 域 . 


E k 
XE X24 kV = UV 为 一 个 完备 的 m- 重 空间 ， 其 运算 集合 为 O(V) = 
i=1 


a k nm 
(Cs)|i1sismpLrF-2UBES—^€*J3». KiX&€e»xx(F = 
i=l 
{(4i, Xs) | 1 <i < kh. ESAE Ej 1 < i,j € 及 任意 元 Va, b,c < V, 
kiko € 瓦 ,只 要 对 应 的 运算 结果 存在 ， 则 
(i) Vsti 为 域 扩 上 的 向 量 空 间 ， 其 向 量 加 法 为 “十 i o, WERZA 


€ » . 
a ? 


(ii) (atib)tje = ati(bt jc); 
(iii) (ky ti k2) ‘j a= kı Ti (k2 5 a). 
WAV 29 €JAF Ekiz, j5A(ViF). 





— 





83. 几何 Smarandache 重 空间 











pm 


度量 空间 的 概念 :. 




















儿 何 重 空间 系 在 重度 量 空 间 基 础 上 产生 ， 首 先 引入 习 


定义 3.1 一 个 重度 量 空间 M 定 义 为 并 集 LJ Mi， 使 得 对 任意 整数 Yi1 < i < 


i=l 
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m, MER €p ER Xx. 


定义 3.2 UBD 一 个 公设 称 为 Smarandache 否 定 的 ， 若 其 在 同一 个 空间 中 同时 表 
现 出 成 立 或 不 成 立 ， 或 至 少 以 两 种 以 上 方式 表现 不 成 立 . 
一 个 含有 Smarandache 和 否定 公设 的 几何 称 为 Smarandache 几 何 . 


作为 一 般 性 地 构造 2- 维 Smarandache 儿 何 ， 文 献 [3] 引 入 了 地 图 几何 的 概念 .所 
谓 地 图 M 就 是 图 在 一 个 可 定向 或 不 可 定向 曲面 上 的 2- 胞 腔 柑 入 ， 利用 演 换 群 理论 
中 的 一 些 结果 和 地 图 的 几何 特性 ，Tutte 曾 于 1973 年 提出 地 图 的 一 种 代数 定义 ， 为 
地 图 的 组 合 研究 打下 了 基础 (2] 团 ). 


定 义 3.3 在 地 图 M 每 个 顶点 uu € V(M) 上 赋予 一 个 实 
žku(u), u(u)pu (u)(mod2x), 4&(M,gu)7) — A Xt BLT, u(u)7) ut f E F 
RI. 视 允 许 或 不 允许 曲面 上 的 曲线 穿 过 某 一 个 或 某 几 个 面 而 称 该 地 图 几何 无 边 
界 或 有 边界 . 视角 因子 函数 规定 的 谊 折 角 度 大 于 开 等 于 项 小 于 万 分 别称 点 U 为 
椭圆 点 、 欧 氏 点 和 双 曲 点 ， 


定理 3.1([3-4) 有 界 、 无 界 地 图 几何 中 均 存 在 悖 论 几 何 、 非 几何 、 反 射影 几何 和 反 
几何 ， 即 存在 Smarandache 几 何 . 


椭圆 点 、 欧 氏 点 和 双 曲 点 在 3 维 空间 中 均 是 可 以 实现 的 ， 这 里 点 的 实现 有 别 于 
网 氏 空 间 的 情形 ， 凤 不 一 定 是 平 直 的 ， 除 非 该 点 就 是 欧 氏 点 ， 所 以 地 图 儿 何 提供 
了 在 平 直 空间 基础 上 构造 区 曲 空间 的 一 种 方法 . 便于 理解 ， 我 们 介绍 平面 地 图 儿 
可 的 情形 . 在 这 种 情形 ， 不 仅 可 以 在 顶点 上 赋予 角 因 子 函数 ， 还 可 以 要 求 连接 顶 
点 之 间 的 边 是 一 个 连续 函数 ， 这 样 对 进一步 理解 平面 上 代数 曲线 十 分 有 意义 . 比如 
在 平面 地 图 儿 何 中 有 这 样 的 结论 : 平面 地 图 几何 无 穷 直线 不 穿 过 地 图 顶点 或 穿 过 
的 顶点 为 欧 氏 点 和 平面 地 图 几何 中 允许 1- 边 形 和 2- 边 形 存 在 等 . 
































84. 伪 度 量 空 间 几 何 











地 图 儿 何 的 思想 实际 上 可 以 一 般 地 定义 于 一 个 度量 空间 上 ， 即 在 该 度量 空间 的 每 
个 点 上 赋予 一 个 "- 维 向 量 而 建立 伪 度 量 空间 几何 . 


定义 4.1 设 U 为 一 个 度量 为 p 的 度量 空间 ，W CU. 对 任意 Vu e U， 若 存在 一 个 
连续 映射 w : 一 w(wu)， 这 里 ， 对 任意 整数 n,n > 1. wu) e R" 使 得 对 任意 的 正 
数 e > 0， 均 存在 一 个 数 6 > 0 和 一 个 点 v € W, p(u—v) < 6 使 得 p(w(w) 一 w(v)) < e. 
NEU = W， 称 U 为 一 个 伪 度 量 空间 ， 记 为 (Uw); 车 存在 正 数 VN > 0 使 得 Vw c 
W, p(w) € N， 则 称 U0 为 一 个 有 界 伪 度量 空间 ， 记 为 (UT o). 

注意 w 是 角 因 子孙 数 时 ， 从 伪 度 量 空间 我 们 得 到 Einstein 的 弯曲 空间 ， 为 便 
于 理解 ， 我 们 讨论 伪 平 面 儿 何 且 w 为 角 因 子 函 数 的 情形 ， 有 下 面 一 个 简单 的 结 
论 ([49). 
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定理 4.1 在 一 个 伪 平 面 ( 洒 ,w) 上 ， 若 不 存在 欧 氏 点 ， 则 (ww) 其 每 个 点 均 为 椭圆 
点 或 每 个 点 均 为 双 曲 点 . 


对 于 平面 代数 曲线 ， 则 有 如 下 结果 
定理 4.2 EMPEY o) EA e Plc LG, y) = 0 经 过 区 域 D PHA (coy) 
且 仅 当 F(z0,yo) = 0 且 对 任意 Y(z,g) € D, 


(r= LE) (S) = sigle, y) 








在 定义 4.1 中 ， 取 UV = W = M" 这 里 MM 为 一 个 m- 流 形 ， 对 任意 点 Va e 
M™， 取 n = 1 有 Bw(w) 为 一 个 光滑 函数 ， 则 得 到 流 形 M” 上 的 伪 流 形 儿 何 (M™,w). 
对 YT € M", Wu(t) = F(T)， 这 里 F(T) 为 TM™ 上 的 Minkowski 范 数 ， 则 伪 流 形 
几何 (M™,w) 是 一 个 Finsler 流 形 ， 特 别 地 ， 如 果 取 w(Z) = gz(y y) = F(x,y) 
则 (MW™,w) 就 是 Riemann 流 形 . 这 样 ， 我 们 就 得 到 下 述 结论 . 





定理 4.3 伪 度 量 空间 几何 (M™,w)， 一 般 地 ，Smarandache 几 何 中 包含 Finsler 几 
何 ， 从 而 包含 Riemann 几 何 . 
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Logic, Vol.8, No.3(2002)(special issue on Neutrosophy and Neutrosophic 
Logic), 385-438. 








110 


第 六 章 其 它 相关 问题 研究 


Smarandache 几何 学 的 介绍 


L.Kuciuk! M.Antholy? 


(1. University of New Mexico, NM 87301, Email: researchGgallup.unm.edu.) 


(2. University of Toronto, Toronto, Email: mikesntholy@yahoo.ca.) 


摘要 . 本 文 对 令 人 激动 的 几何 学 做 了 简单 的 陈述 ， 并 为 一 个 特别 的 几何 图 形 建立 了 
模型 . 


引言 : 所 谓 Smarandache 和 否认 公理 是 指 在 同一 空间 能 够 至 少 用 两 种 方法 表现 
( 即 ， 被 验证 和 不 被 验证 ， 或 仅仅 不 验证 只 是 以 多 重 不 同 的 方法 ) . 
Smarandache 几 何 是 有 至 少 一 个 Smarandache 和 否认 公理 的 几何 (1969) . 


























XE X: 记 在 Smarandache 儿 何 中 用 s- 点 ，s- 线 ，s- 平 面 ，s- 空 间 ，s- 三 角形 分 
别 对 应 点 ， 线 ， 平 面 ， 衬 间 ， 三 角形 等 以 示 同 其 它 儿 何 图 形 的 区 SU. 


应 用 : 为 什么 有 这 些 混合 几何 呢 ? 因 为 现实 中 确实 不 存在 被 分 离 的 均匀 空 
间 ， 而 是 它们 的 混合 ， 被 相互 连接 ， 每 一 个 都 有 不 同 的 结构 . 





在 欧 儿 里 得 儿 何 中 ， 也 称 寓言 几何， 第 五 个 欧 儿 里 得 假设 是 过 已 给 的 直线 
外 一 点 仅 存在 一 条 平行 线 和 已 给 直线 平行 ， 它 被 保留 下 来 或 被 证 明 . 

在 Lobachevsky-Bolyai-Gauss 儿 何 中 ， 也 称 双 曲 几 何 ， 第 五 个 欧 几 里 得 假设 用 下 面 
的 方法 被 否定 了 : 过 已 给 直线 外 一 点 存在 无 穷 多 的 平行 线 和 已 给 直线 平行 . 








此 ， 作 为 一 个 特殊 的 情况 ， 欧 几 里 得 ，Lobachevsky-Bolyai-Gauss， 
和 Riemannian 儿 何 可 以 被 Smarandache 儿 何在 同一 空间 中 结合 在 一 起 ， 这 些 
和 镜 下 的 儿 何 部 分 归 为 欧 儿 里 得 ， 部 分 是 非 欧 儿 里 得 .Howard Iseri[3] 为 这 一 特殊 
的 Smarandache 儿 何 构 建 了 一 个 模型 ， 这 里 欧 儿 里 得 第 五 假设 在 同一 空间 被 不 同 
的 表述 所 代替 ， 即 不 论 一 条 平行 线 ， 没 有 平行 线 ， 还 是 无 穷 多 平行 线 都 经 过 已 给 
的 一 点 ， 所 有 的 线 经 过 已 给 点 是 都 是 平行 线 . 

















考虑 欧 几 里 得 几何 的 Hilbert21 公 理 . 如 果 Smarandache 和 否认 公理 一 ， 二 ， 
三 ， 等 等 ， 直 到 对 应 的 21 公 理 ， 则 我 们 得 到 : 

CC 03 +... + C21 = 2?! — 1 = 2,097, 151 

不 管 数字 有 多 大 ，Smarandache 儿 何 都 对 ， 因 为 一 个 公理 可 以 以 多 重 方法 成 
为 Smarandache 和 否认 公理 . 
类 似 地 ，Smarandache 和 否认 公理 也 应 用 于 投影 儿 何 ， 等 等 . 
































似乎 Smarandache 儿 何 与 相对 论 理 论 联系 着 〈 因 为 它们 都 包括 子 空间 
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的 Riemannian 儿 何 ) ， 同 样 也 和 平行 宇宙 联系 着 〈 因 为 它们 把 分 离 的 空间 
结合 成 只 有 一 个 ) . 


Smarandache 复 制 是 一 个 n- 维 复制 满足 Smarandache 儿 何 . 








例子 : ”作为 一 个 特殊 情况 ，Smarandache 复 制 在 Howard 模 型 [3] 中 作为 2 维 复 
制 ， 此 模型 由 等 边 三 角形 组 成 ， 满 足 每 个 顶点 分 别 对 应 5 (表示 椭圆 形 的 ) ，6( 表 
示 欧 儿 里 得 形 的 )，7( 表 示 双 曲线 形 的 ) 三 角形 ， 两 两 共有 一 边 . 或 者 ， 更 一 般 地 ， 
一 个 n- 维 复制 建立 在 n- 维 子 复 制 (两 两 共有 至 多 m- 维 边界 ， 其 中 m <n) 之 上 满 
AE SmarandacheJL fn. 














一 个 特殊 Smarandache 几 何 的 模型 : 让 我 们 考虑 一 个 欧 儿 里 得 平面 (a) 和 和 其 
中 的 三 个 非 共 线 的 已 知 点 4, BRIC. 我们 定义 s- 点 和 s- 线 与 所 有 普通 的 欧 儿 
里 得 点 ， 线 相同 ， 这 些 线 过 是 仅 过 4,B 或 C 中 的 一 个 . 因此 所 形成 的 几何 
是 Smarandache 儿 何 因 为 两 个 公理 是 Smarandache 否 认 公 理 : 
a) 通过 已 给 直线 外 一 点 仅 有 一 条 平行 线 这 个 公理 现在 已 被 两 个 表述 所 替代 : 一 条 
平行 线 ， 和 没有 平行 线 . 

例子 : 

采用 欧 儿 里 得 线 4B〔 根 据 定义 这 不 是 一 个 s- 线 ， 因 为 在 已 给 的 三 个 点 4, B,C 中 经 
过 了 两 个 ) ， 和 经 过 s- 点 C 的 s- 线 记 为 (ec) ， 以 欧 儿 里 得 的 观点 ， 两 者 平行 
-通过 任何 不 在 4B 上 的 s- 点 存在 一 条 平行 于 (c) 的 s- 线 . 

-通过 任何 其 它 在 欧 儿 里 得 线 4 妃 上 的 s- 点 不 存在 和 C) 平行 的 s- 线 . 

b) 通过 任何 不 同 两 点 存在 一 条 经 过 它们 的 直线 这 个 公理 现在 被 下 面 的 所 替代 : 一 
条 s- 线 ， 和 没有 s- 线 . 

例子 : 

使 用 相同 的 记号 : 

-通过 任何 不 在 欧 儿 里 得 线 4, BC, CA 上 的 不 同 两 -点 存在 一 条 s- 线 经 过 它们 ; 
-通过 任何 在 4B 上 的 不 同 两 点 不 存在 s- 线 经 过 它们 . 
































杂 录 : 第 一 届 Smarandache 儿 何 国际 会 议 将 于 2003 年 5 月 3 号 到 5 号 在 澳 大 利 
亚 Queensland 的 Grifitph 大 学 举行 ， 会 议 由 Jack Allen 博 士 主持 . 

会 议 主页 在 : 

http://at.yorku.ca/cgi-bin/amcacalendar/public/display/conference info/fabz54. 
同时 也 宣传 在 : 

http://www.ams.org/mathcal/info/2003 may3-5 goldcoast.html. 





还 有 一 个 关于 Smarandache 儿 何 的 俱乐部 ， 网 址 是 : 
http://cluds/yahoo.com/clubs/smarandachegeometries, 欢迎 大 家 前 来 . 
更 多 的 信息 请 看 : http://www.gallup.unm.edu/ smarandache/geometries.htm. 
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Smarandache 几 何 的 一 个 例子 


S.Bhattacharya 


(Alaska Pacific University, 4101 University Drive, Anchorage, AK99508) 


一 个 Smarandache 儿 何 是 指 至 少 包 含 一 个 Smarandache 和 否定 公理 的 几何 .这 个 概念 
是 由 Florentin Smarandache 在 1969 年 发 表 于 Paradoxist Mathematics 的 文章 中 提 
出 来 的 . 

我 们 称 一 个 公理 是 Smarandache 和 否定 的 ,是 指 这 个 公理 在 同一 空间 中 至 少 有 两 
种 不 同 的 表现 形式 〈 即 :有 效 的 和 无 效 的 ;或 者 仅仅 是 无 效 的 , 但 有 多 重 不 同 的 形 
AO .一 个 特殊 的 情况 是 :在 同一 空间 中 ,通过 一 些 Smarandache 儿 何 也 许可 以 把 欧 
儿 里 得 儿 何 , 罗 巴 切 夫 斯 基 - 鲍 耶 - 高 斯 儿 何 和 和 歼 曼 儿 何 结合 在 一 起 . 

我 们 在 此 给 出 一 个 Smarandache 几 何 的 简单 例子 并 邀请 读者 对 于 可 以 再 创造 
的 数学 再 给 出 其 它 的 例子 . 

我 们 考虑 一 个 矩形 4BCD 及 其 内 部 的 点 来 作为 一 个 几何 空间 .这 个 空间 中 的 点 
光 是 普通 的 点 ,而 其 中 的 线 是 指 任 一 连接 此 矩形 对 边 的 线段 .两 线 平行 是 指 它们 没有 
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A1: 矩形 上 的 一 个 Smarandache 儿 何 

这 是 一 个 Smarandache 儿 何 ,因为 它 部 分 双 曲 非 欧 儿 里 得 ,部 分 欧 儿 里 得 ,并 且 
部 分 椭圆 非 欧 几 里 得 . 

作 线 CEB, 取 和 矩形 内 的 一 个 点 和 N, 则 存在 无 穷 多 条 线 过 点 N 且 平行 于 CE( 即 所 有 
经 过 点 NN 日 在 线 (w) 和 (v) 之 间 的 线 ), 这 就 是 双 曲 的 情形 . 取 另 外 一 个 内 点 M € AB, 
则 只 有 一 条 线 平行 于 CE, 即 线 4B, 因 此 只 有 一 条 线 经 过 点 MM, 这 是 欧 儿 里 得 情形 . 现 
在 , 取 男 一 点 D, 则 没有 一 条 经 过 DD 日 平行 于 CE 的 线 因为 所 有 过 DD 的 直线 都 与 CB 相 
交 , 此 时 为 椭圆 情形 . 

所 以 , 欧 儿 里 得 第 五 公设 是 有 效 的 ,但 也 有 两 次 无 效 . 

为 什么 这 些 称 之 为 Smarandache 儿 何 (SG)? 因为 它们 可 以 更 好 的 反应 我 们 的 
现实 , 我 们 的 宇宙 并 不 是 只 有 一 个 齐 性 空间 , 而 是 非 纯 一 空间 和 公理 的 混合 , 每 个 
空间 和 公理 都 有 各 种 各 样 的 甚至 是 相反 的 性 质 . SG 同时 也 第 一 次 在 几何 中 引进 了 
否定 度 , 就 像 模 糊 和 中 智 逻 辑 中 的 虚假 度 . 
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更 多 Smarandache 儿 何 参见 : 
www.gallup.unm.edu/ Smarandache/geometries.htm. 

在 它们 的 几何 基础 上 ,通过 考虑 任 一 欧 儿 里 得 第 五 公设 或 者 任 一 希 尔 伯 特 二 十 
公理 的 S 一 否定 ,读者 可 以 为 上 述 几 何 构造 新 的 例子 .Smarandache 儿 何 的 例子 可 以 
通过 邮件 发 给 L.Kuciuk(researchQ@gallup.unm.edu 和 中 国 陕 西 省 西安 市 西北 大 学 
数学 系 的 张 文 鹏 教授 (wpzhangGnwuedu'cn), 并 在 专集 上 发 表 . 
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广义 Smarandache Palindromes 数 的 密度 


Charles Ashbacher 


(Charles Ashbacher Technologies Hiawatha, IA 52233 USA, Email: cashbacherGyahoo.com ) 


Lori Neirynck 


(Mount Mercy College, 1330 Elmhurst Drive, Cedar Rapids, IA 52402 USA) 


我 们 把 一 个 前 半 部 分 和 后 半 部 分 相同 的 整数 叫做 palindrome 数 .例如 12321 就 是 一 
palindrome. 容易 证 明 在 正 整数 集合 中 palindrome 数 的 密度 为 零 . 











一 个 广义 的 Smarandache Palindromes 数 (GSP) 是 具有 形 如 
ala2a3.. .an lananan 1...a3a2a1 或 者 alaaza3 .. .an 105051... 030201 
整数 . 其 中 ai, az, aa3,. ,an 可 以 是 一 个 或 多 个 数字 . 例如 
10101010 和 101010 


就 是 GSP 数 ， 这 是 因为 它们 能 被 分 为 形式 (10)(10)(10)(10) 481(10) (10) (10) rf H.A 
中 间 都 可 以 分 成 完全 相同 的 两 部 分 , 





有 一 点 需要 说 明 的 是 ， 每 一 个 整数 都 可 以 被 看 作 是 一 个 广义 Smarandache Palin- 
dromes 数 ， 这 是 因为 我 们 可 以 把 这 一 整数 看 作 一 个 整体 ， 例 如 可 将 12345 写 
成 (12345)， 我 们 忽略 这 种 平凡 情形 ， 于是， 一 个 正规 的 Palindromes 数 至 少 可 
以 分 为 两 个 部 分 . 


我 们 再 来 看 数字 100610, 这 也 是 一 个 GSP 数 .因为 可 以 把 它 分 作 (10)(06)(10) 这 样 
儿 个 部 分 ， 而 中 间 的 部 分 是 独立 的 . 





很 明显 ， 一 个 正规 的 palindrome 数 是 一 个 GSP 数 ， 而 GSP 数 却 不 一 定 
是 palindrome 正 规 的 . 也 就 是 说 GSP 数 要 比 正规 的 palindrome 数 多 .因此 ，GSP 数 
的 密度 是 不 小 于 零 的 ， 于 是 我 们 考虑 如 下 问题 : 

正 整数 中 GSP 数 的 密度 是 怎样 的 呢 ? 

第 一 步 很 容易 证 明 . 

定理 : 正 整数 中 GSP 数 的 密度 大 于 0.1. 

证 明 : 考虑 一 个 任意 正 整 数 


G5iQ5—1-..030230100 
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和 具有 形式 

(k)a4—1 «20302501 (k) 
的 GSP 数 ， 其 中 对 于 k 有 不 同 的 九 个 选择 . 对 于 每 一 个 选择 ， 都 有 十 分 之 一 
的 trailing 数字 . 因此 ，GSP 数 的 密度 至 少 是 十 分 之 一 . 








前 面 定理 的 简单 证 明说 明了 一 个 基本 的 思想 一 一 如 果 一 个 数 的 首尾 两 部 分 相等 ， 
那么 这 个 数 就 是 广义 Palindromes 数 并 与 数值 内 部 的 数字 无 关 . 这 引导 我 们 得 到 一 
般 的 定理 























定理 : 正 整数 中 GSP 数 的 密度 近似 于 0.11. 
证 明 : 考虑 一 个 任意 正 整数 


G5iQ5—1-..030230100 


如 果 首 尾数 字 非 零 且 相等 ， 那 么 这 个 数 是 广义 GSP 数 .正如 上 一 定理 所 表明 的 那 
样 ， 其 可 能 性 是 0.1. 
WR 








Gn — Q1 , Gn—1 = 40 H. an £ ao 
iX Ba, AES, a4 1 与 ao 是 满足 条 件 的 十 进 制 数字 .容易 计算 这 个 概率 为 0.009. 
Wan = a», an-ı = ao Han—2 = ao, 那 么 这 个 数 就 是 GSP. 这 里 我 们 需要 选择 六 


个 数字 来 决定 其 概率 ， 即 非 零 的 c 和 不 满足 前 面 两 种 情形 条 件 的 数字 .容易 计算 概 
率 值 是 0.0009. 





Bi PIM Fan = a3; an-1 = a2 Hane = al，an 3 = qo 的 情形 ,去 挥 前 面 三 种 情 
况 而 满足 该 条 件 的 概率 是 0.0000891. 


这 些 概 率 的 和 为 0.10 + 0.009 + 0.0009 十 0.0000891， 即 0.1099891. 
以 上 的 过 程 可 以 对 首尾 部 分 一 直 进行 下去， 但 是 概率 和 不 会 超过 0.11. 


参考 文献 


[1] G.Gregory, Generalized Smarandache Palindromes, 
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/GSP.htm. 

[2] Smarandache, F., Generalized Palindromes, Arizona State University Special 
Collections, Tempe. 
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Smarandache n- 结 构 简 介 


Sukanto Bhattacharya 


(Alaska Pacific University, Anchorage, USA) 


Mohammad Khoshnevisan 


(Griffith University, Queensland, Australia) 


1. 简介 

在 任意 域 中 ， 一 个 集合 S 上 的 Smarandache n-Zi #4 J£ J8&S E ff — P 39 £i 
构 {Wo}， 使 得 存在 S$ 的 一 列 真子 集 P,_1 < Pa- <. P< P< S (其 中 
“<” 是 指 “ 包 含 于 ”) ， 它 们 所 对 应 的 结构 满足 {Wh_1} > {Wn_2} >... > 
{W2} > (WA) > {Wop HP “>” EJE RR” (也 即使 襄 ， 结 构 满 足 更 多 的 
AH). 

尸 一 个 集合 5 的 真子 集 ， 是 指 已 是 5 的 一 个 子 集 ， 但 忆 不 等 于 空 集 和 93， 也 不 是 
EL. 

S 上 的 结构 是 指 在 给 定 的 运算 下 5S 上 的 最 强 的 结构 . 

作为 一 个 特殊 的 情形 ， 一 个 集合 S 上 的 Smarandache 2- 代 数 结构 (代数 上 的 二 
级 结构 ) ， 是 S$ 上 的 一 个 弱 结 构 {Wo}， 使 得 存在 5 的 一 个 真子 集 P，P 内 含 于 一 个 
强 结 构 {WW1} 中 . 



































2. 例子 

例如 ， 一 个 Smarandache 半 群 是 这 样 的 一 个 半 群 ， 它 拥有 一 个 具有 和 群 结构 的 
真子 集 . 

同样 ， 一 个 Smarandache 环 是 这 样 的 一 个 环 ， 它 拥有 一 个 具有 域 结构 的 真子 
集 . 
3. 性 质 


有 关于 Smarandache 模 糊 半 群 ， 广 群 ， 循 环 ， 双 广 群 ， 双 循环 ， 环 ， 双 环 ， 
HÆK, EA, FAEH, FERES, ME, WMA, ERW, AIA 
环 ， 模 糊 代 数 ， 线 性 代数 的 性 质 以 及 相关 的 例子 ， 定 理 ， 解 决 了 的 和 未 解决 的 问 
题 见 参考 文献 . 























4. 应 用 
有 关 Smarandache 广 群 ， 拟 环 ， 半 环 在 自动 机 理论 ， 纠 错 码 ，S- 子 双 自 动 
机 ， 社 会 与 经 济 的 研究 中 的 应 用 可 在 下 列 e-book 中 找到 ， 
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际 Smarandache 代 数 结构 会 议 ，2004.12.17 一 12.19， 马 德 拉 斯 Loyola 大 
学 ，Chennai - 600 034 Tamil Nadu, 印度 . 
会 议 安排 : 

a) Smarandache!) JE, “EHR, XB, HR; 

b) Smarandache 型 六 模 ， 向 量 空间 ， 线 性 代数 ， 模 糊 代数 

组 织 者 :数学 部 主任 M. Mary John 博士 . 





参考 文献 


1| W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Neutrosophic Rings, Hexis, 
2006. 

2| W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, N-Algebraic Structures, Hexis, 
2005. 

3| W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Introduction to N-Adaptive 
Fuzzy Models to Analyze Public Opinion on AIDS, Hexis, 2005. 

4| W. B. Vasantha Kandasamy, Smarandache Algebraic Structures, book se- 








ries(Vol. I: Groupoids; Vol. II: Semigroups; Vol. III: Semirings, Semifields, 
and Semivector Spaces; Vol. IV: Loops; Vol. V: Rings; Vol. VI: Near-rings; 
Vol. VII: Non-associative Rings; Vol. VIII: Bialgebraic Structures; Vol. IX: 
Fuzzy Algebra; Vol. X: Linear Algebra), 2002-2003. 

这 些 书籍 可 以 从 下 面 的 科学 数字 图 书馆 下 载 : 


www.gallup.unm.edu/ ~ smarandache/eBooks-otherformats.htm 
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中 智 学 介绍 


Vic Christianto 


(Merpati Building, Jakarta, Indonesia) 


Mohammad Khoshnevisan 


(Griffith University, Queensland, Australia) 


在 这 篇 文章 中 ， 我 们 给 出 中 智 逻 辑 ， 中 智 集合 ， 中 智 统计 和 中 智 概率 的 一 个 简短 的 介绍 ， 
这 些 都 基于 中 智 哲 学 ; 中 智 哲 学 是 作为 辨证 法 的 推广 的 一 个 新 哲学 分 支 ， 与 实证 主义 有 关 . 


1. 中 智 学 的 简短 定义 

11 中 智 逻辑 为 现 有 的 许多 种 远 辑 学 的 统一 给 出 了 一 个 一 般 性 的 框架 ， 例 如 
模糊 逻辑 (特别 是 直觉 主义 模糊 逻辑 )， 次 协调 逻辑 ， 直 觉 主义 逻辑 等 每， 中 智 远 
辑 的 主要 思想 是 将 所 考察 的 的 逻辑 判断 在 一 个 三 维 中 智 空 间 刻 画 出 来 ， 该 空间 
的 三 个 维度 分 别 表示 所 考察 判断 的 真 (T)， 假 (ED) 和 不 确定 中， 在 这 里 TI，L 了 是 
实 ] 0,1+[ 的 标准 的 或 非 标准 的 子 集 ， 且 不 必 考 虑 这 些 子 集 间 的 联系 . 
在 软件 开发 中 ， 可 用 标准 单位 区 间 [0, 1]. 

T, 工 了 是 独立 的 基 ， 这 就 为 不 完全 信息 (此 时 它们 和 的 上 界 < 1)， 超 一 致 信息 
和 矛盾 信息 (此 时 它们 和 的 上 界 > 1)， 或 者 完全 信息 (此 时 它们 的 和 1) 的 选择 留 下 余 
地 . 












































举 一 个 例子 :一 个 判断 可 以 [0.4, 0.6] 为 真 的 ，0.1 或 者 (0.15, 0.25) 为 不 确定 的 ， 
而 0.4 或 者 0.6 为 假 的 . 

12 PRE 设 U 为 一 个 事件 的 全 空间 ，M 为 U 的 子 集 .， TU 中 的 元 素 x 关 
于 M 记 为 x(T, IL, F)， 且 以 如 下 的 方式 属于 M: t% A, % 为 不 确定 ，f% 为 假 ， 
在 此 ，i，f 分 别 取 值 于 T, I, F. 

从 统计 的 角度 看 ，T, L F 是 子 集 ， 从 动态 的 角度 看 T, L 了 是 依赖 于 许多 已 知 
或 未 知 变量 的 函数 / 算 子 . 

中 智 集 合 是 对 模糊 集合 (特别 是 直觉 模糊 集 ) ， 次 协调 集 ， 直 觉 集 等 的 推广 . 

1.3 中 智 概率 是 对 经 典 概率 和 非 精 确 概率 的 一 个 推广 ， 在 非 精确 概率 中 事件 
发 生 的 可 能 性 ，t%% 为 真一 t 取 值 于 T，i%% 不 确定 一 i 取 值 于 I[，f% 为 假 ，f 取 值 于 F. 

在 经 典 概率 中 n_sup <= 1, 然而 在 中 智 概率 中 m_sup <= 3*. 

在 非 精确 概率 中 : 事件 发 生 的 可 能 性 不 是 一 个 数 ， 而 是 [0, 1] 的 一 个 子 集 T， 其 
补 集 F 假 定 为 其 对 立 事件 发 生 的 可 能 性 (也 是 单位 区 间 [0, 1] 的 一 个 子 集 ) EE 
精确 概率 中 没有 不 确定 子 集 I. 

1.4 中 智 统计 是 对 中 智 概率 刻画 的 事件 的 分 析 

刻画 随机 变量 的 中 智 概 率 的 统计 量 z 称 为 中 智 分 布 : NP(r) = 
(T (a), I(x), F(x)), 在 此 T(x) 表 示 取 值 为 z 的 概率 , (x) 表示 取 值 非 x 的 概率 , T(x) 表 
示 值 x 的 不 确定 性 概率 . 
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1.5 中 智 哲 学 是 哲学 的 一 个 新 分 文 ， 它 研究 中 立 性 的 起 源 、 本 质 和 范围 ， 同 
时 也 研究 它们 与 不 同 观 念 范围 的 交互 关系 . 

中 智 哲 学 是 由 F.Smarandache 在 1995 年 提出 . 

这 一 理论 研究 < A > 及 其 反面 或 否定 < Anti- A > 和 “中 智 性 ”范围 的 各 
个 概念 和 思想 ( 即 介 于 两 个 极端 之 间 的 概念 和 思想 , 它们 既 不 支持 < A > 也 不 文 
持 < Anti - A>). < Neut — A > 与 < Anti — A > 的 思想 结合 起 来 就 被 认为 
是 < Non — A>. 

根据 这 一 理论 任 一 概念 < A > 由 < Anti — A > 及 < Non — A > 概念 平衡 趋 于 
中 智 一 作为 一 种 平衡 状态 . 

在 经 典 的 方法 下 < A>, < Neut — A>, < Anti — A > 是 两 两 互 不 相交 的 . 

但 是 ， 大 部 分 情况 下 概念 之 间 的 界限 是 含糊 的 ,不 确定 的 ,按照 复合 三 段 论 ， 
< A >, < Neut — A», < Anti — A >( 当 然 包括 < Non — A >) 两 两 之 间 也 有 相同 












































中 智 哲 学 是 中 智 逻 辑 , 中 智 集 和 用 于 工程 应 用 (尤其 是 用 于 软件 和 信息 合成 )， 
医药 , 军事 , 控制 论 以 及 物理 学 的 中 智 概率 和 中 智 统 计 的 基础 . 




















2. 可 供 研究 的 中 智 学 课题 : 
我 们 鼓励 中 国 的 读者 研究 如 下 课题 ; 
一 中 智 拓扑 学 ， 包 括 中 知 矩 阵 空间 和 光滑 拓扑 空间 
中 智 数 与 算术 运算 ， 包 括 中 智 数 的 排序 . 
一 中 智 粗 糙 集 
一 中 智 关系 结构 ， 包 括 中 智 关 系 等 式 ， 中 智 相 似 关 系 ， 和 中 智 序 . 
一 中 智 儿 何 
一 中 智 概率 
一 中 智 逻 辑 运算 ， 包 括 n- 范 数 ，n- 协 范 数 ， 中 智 丝 涵 式 和 中 智 量 词 
一 中 智 化 测度 
一 中 智 化 技巧 
一 中 智 测度 与 中 智 积分 
一 中 智 多 值 映射 
一 中 智 微 积分 
一 中 智 数学 形态 学 
一 中 智 代数 结构 
一 中 智 模型 
一 中 智 认 知 图 
一 中 知 矩 阵 
一 中 逢 双 和 矩阵 
一 中 管 图 
一 中 智 融合 规则 
一 中 智 关系 入 
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一 应 用 : 中 智 关 系数 据 库 ， 中 智 图 像 处 理 ， 中 智 语 言 变 量 ， 中 智 决 策 与 优先 结 


构 ， 

















中 智 专 家 系统 ， 中 智 可 靠 性 理论 ， 








关于 电子 商务 和 电子 学 习 的 中 智 计 算 机 软件 技术 


参考 资料 


关于 中 智 学 的 电子 图 书 : 


[1 


[2] 
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W. B. Vasantha, Kandasamy, F. Smarandache, Fuzzy Cognitive Maps and 
Neutrosophic Cognitive Maps, Xiquan, 2003. 

W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Analysis of Social Aspects of 
Migrant Labourers Living with HIV/AIDS Using Fuzzy Theory and Neutro- 
sophic Cognitive Maps(translation of the Tamil interviews by M.Kandasamy). 
W. B. Vasantha Kandasamy, Smarandache Neutrosophic Algebraic Struc- 
tures. 

W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Basic Neutrosophic Algebraic 
Structures and Their Application to Fuzzy and Neutrosophic Models. 

W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Fuzzy Relational Maps and 
Neutrosophic Relational Maps. 


6| W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Neutrosophic Rings. 


Sushnosti Neytrosofii(Russian), A Unifying Field in Logics: Neutrosophic 
Logic. Neutrosophy, Neutrosophic Set, Neutrosophic Probability(Third edi- 
tion). 

Proceedings of the First international Conference on Neutrosophy, Neutro- 
sophic Logic, Neutrosophic Set, Neutrosophic Probability and Statistics. 

C. Ashbacher, Introduction to Neutrosophic Logic. 

H. Wang, F. Smarandache, Y-Q. Zhang, R. Sunderraman, Interval Neutro- 
sophic Sets and Logic: Theory and Applications in Computing. 

F. Smarandache, F. Liu, Neutrosophic Dialogues. 

W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, K.Ilanthenral, Introduction to 
Bimatrices. 

W. B. Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, K.Ilanthenral, Applications of 
Bimatrices to some Fuzzy and Neutrosophic Models. 

W. B. Vasantha, F. Smarandache, Fuzzy Interval Matrices and Neutrosophic 
Interval Matrices and Their Applications. 

W. B. Vasantha Kandasamy, F.Smarandache, K. Ilanthenral, Introduction to 
Linear Bialgebra. 

W. B.Vasantha Kandasamy, F. Smarandache, Fuzzy and Neutrosophic Anal- 
ysis of Women with HIV/AIDS. 
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[17] F. Smarandache, K. Kandasamy, Fuzzy and Neutrosophic Analysis of Peri- 
yar's View on Untouchability. 

中 智 学 国际 会 议 : 

International Conference on Applications of Plausible, Paradoxical, and Neutro- 

sophic Reasoning for Information Fusion, Cairns, Queensland, Australia, 8-11July 

2003. 

First International Conference on Neutrosophy, Neutrosophic Logic, Set, Probali- 

tity and Statistics, University of New Mexico, Gallup, 1-3 December, 2001. 

关于 中 智 学 的 博士 学 位 论文 : 

Sukanto Bhattacharya, Utility, Rationality and Beyond? From Finance to Infor- 

mational Finance (using Neutrosophic Probability), Bond University, Queensland, 

Australia, 2004. 

Haibin Wang, Study on Interval Neutrosophic Set and Logic, Georgia State Uni- 

versity, Atlanta, USA, 2005. 
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